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คำนำ

ตำรารายวชิาการวเิคราะหเ์ชงิคณติศาสตรเ์ลม่น ี้ ได้ถกูจัดทำขึ้นเพ ือ่ให้นสิติ นักศกึษา และผ ู้
ท ีส่นใจทีจ่ะศกึษาด้านการวเิคราะห์เชงิคณติศาสตร์ได้ใช้ศกึษาด้วยตนเอง อกีท้ังยังเปน็เอกสารในการ
ประกอบการเรยีน รายวชิาการวเิคราะหเ์ชงิคณติศาสตร์ (mathematical analysis) รหัสวชิา วท.คณ.
451 (MATH451) โดยเนื้อหาในเลม่นี้ สอดคล้องตามมาตรฐานหลักสตูรวทิยาศาสตรบัณฑติ สาขาวชิา
คณติศาสตร์ คณะวทิยาศาสตรแ์ละเทคโนโลยี มหาวทิยาลัยราชภัฏพบิลูสงคราม โดยในเนื้อหาได้มกีาร
กลา่วถงึต้ังแตค่ณุสมบัตพิ ื้นฐานของจำนวนจรงิ ลำดับของจำนวนจรงิ ตลอดไปจนถงึฟงักชั์นบนจำนวน-
จรงิ พร้อมท้ังเขยีนบทพสิจูน์อยา่งละเอยีดเพือ่ให้ผ ู้อา่นสามารถอา่นและศกึษาแนวทางการพสิจูน์ วธิ ี
การพสิจูน์ในเลม่นี้ ได้ด้วยตนเอง และยิง่ไปกวา่น้ันผ ู้ เขยีนยังได้ยกตัวอยา่งเพือ่ประกอบความเข้าใจใน
แตล่ะเนื้อหาและทฤษฎบีทไว้ด้วย ซึง่หวังวา่ผ ู้อา่นจะเข้าใจได้งา่ยย ิง่ขึ้นจากการศกึษาจากตัวอยา่งทีไ่ด้
ยกมาประกอบนี้ โดยแรงบันดาลใจในการเขยีนตำราเลม่นี้ มาจากประสบการณ์การสอนในรายวชิาดัง
กลา่ว จงึได้รวบรวมเนื้อหาจากแหลง่ความร ู้หลายแหง่ เพือ่ให้ได้เน ื้อหาทีค่รบถ้วน ตัวอยา่งทีเ่หมาะสม
และแบบฝกึหัดทีต้่องการให้ผ ู้ เรยีนได้ฝกึฝน ท้ังนี้ เพ ือ่ให้ได้ตำรารายวชิาการวเิคราะห์เชงิคณติศาสตร์
ท ีม่คีวามเหมาะสมตอ่ผ ู้ เรยีนและผ ู้ท ีต้่องการศกึษาพื้นฐานความร ู้ในเร ือ่งการวเิคราะห์เชงิคณติศาสตร์
รวมท้ังผ ู้ท ีต้่องการเร ิม่ต้นจะศกึษาทางด้านนี้ ด้วย โดยผ ู้อา่นสามารถศกึษาค้นคว้าและอา่นเพิม่เตมิด้วย
ตนเองจากตำราเลม่นี้ ซึง่ผ ู้ เขยีนได้บรรยายเหตผุลท้ังในการพสิจูน์และแบบฝกึหัดอยา่งละเอยีดและ
ชัดเจน โดยในตำราฉบับนี้จะกลา่วถงึเน ื้อหาบนขอบเขตของจำนวนจรงิ ซึง่ประกอบด้วยเนื้อหาท้ังหมด
จำนวน 8 บท โดยมรีายละเอยีดดังนี้

บทแรก ได้กลา่วถงึความร ู้พ ื้นฐานของจำนวนจรงิ สัจพจนส์นาม และคณุสมบัตติา่งๆของจำ-
นวนจรงิ รวมถงึบทนยิามของคา่สัมบรูณ์ สัจพจน์ความบรบิรูณ์ และทฤษฎบีททีส่ำคัญ อาทเิชน่ คณุ
สมบัตอิารค์มีเีดยีน ซึง่เปน็สมบัตขิองจำนวนจรงิซึง่ได้ถกูนำไปใช้อ้างองิอย ูเ่สมอ

บทที่ 2 ได้กลา่วถงึทอพอโลยบีนจำนวนจรงิ โดยได้กลา่วถงึบทนยิามของยา่นใกล้เคยีง เซต
เปดิ เซตปดิ เซตกระชับ จดุภายนอกและจดุภายในบนจำนวนจรงิ รวมท้ังในสว่นท้ายของบทนี้ ได้ให้
ความร ู้พ ื้นฐานของเร ือ่งปรภิมูอิงิระยะทาง เพือ่แสดงให้ผ ู้อา่นได้ทำความร ู้จักปรภิมูทิ ีข่ยายจากเซตของ
จำนวนจรงิหรอืปรภิมูยิคูลดิ และสามารถนำไปใช้ศกึษาตอ่ในระดับทีส่งูขึ้น เชน่ ปรภิมูอิงิระยะทางและ
ทอพอโลยเีบ ื้องต้น เปน็ต้น

บทที่ 3 ในบทนี้ได้เร ิม่ต้นจากการให้บทนยิามของลำดับบนจำนวนจรงิ จากน้ันได้ให้บทนยิาม
ของการล ูเ่ข้าและลมิติของลำดับ รวมท้ังแสดงการพสิจูน์ของการล ูเ่ข้าของลำดับโดยใช้บทนยิาม อกีท้ัง
ยังได้กลา่วถงึ บทนยิามของการมขีอบเขตของลำดับ ทฤษฎบีททีส่ำคัญของลำดับและลมิติ ซึง่ทฤษฎบีท
เหลา่นี้ ได้ถกูนำไปประยกุต์ใช้ในรายวชิาแคลคลัูส ยิง่ไปกวา่น้ันในบทนี้ ยังได้แนะนำลำดับโคชี ความ
สัมพันธข์องลำดับโคชกัีบการล ูเ่ข้า เพ ือ่เปน็ความร ู้พ ื้นฐานทีจ่ะถกูนำไปใช้ศกึษาตอ่ในระดับทีส่งูขึ้นและ
สำหรับผ ู้ท ีต้่องการนำไปศกึษาตอ่ทางด้านการวเิคราะหเ์ชงิคณติศาสตร์

บทที่ 4 ได้แนะนำบทนยิามของฟงักชั์นบนจำนวนจรงิ การพจิารณาการล ูเ่ข้าของฟงักชั์นบน



จำนวนจรงิ และทฤษฎบีทเก ีย่วกับคณุสมบัตทิ ีส่ำคัญของลมิติของฟงักชั์น รวมท้ังลมิติท ีอ่นันตแ์ละลมิติ
คา่อนันต์ โดยเนื้อหาในบทนี้จะทำให้ทราบวา่ลำดับของจำนวนจรงิซึง่ได้ศกึษาในบทที่ 3 น้ันเปน็เพยีง
แคก่รณเีฉพาะกรณหีนึง่ของฟงักชั์นเทา่น้ัน

บทที่ 5 จากความร ู้ในบทที่ 4 ได้รับความร ู้เก ีย่วกับเร ือ่งของลมิติของฟงักชั์นบนจำนวนจรงิ
ดังน้ัน ในบทนี้ จงึนำความร ู้จากบททีแ่ล้วมาใช้ในการนยิามฟงักชั์นตอ่เน ือ่ง จากน้ันจงึกลา่วถงึสมบัติ
ตา่งๆ ของฟงักชั์นตอ่เน ือ่ง ทฤษฎบีททีส่ำคัญของฟงักชั์นความตอ่เน ือ่งพร้อมท้ังแสดงบทพสิจูน์ และใน
สว่นท้ายของบทนี้ได้มกีารกลา่วถงึฟงักชั์นตอ่เน ือ่งแบบเอกรปู พร้อมท้ังแสดงตัวอยา่งประกอบ

บทที่ 6 เม ือ่มคีวามร ู้จากเร ือ่งของลมิติของฟงักชั์นจากบทที่ 4 และบทที่ 5 แล้วน้ัน ในบท
นี้ จงึนำความร ู้ เหลา่น้ันมากลา่วถงึเร ือ่งอนพัุนธ์ของฟงักชั์น โดยเร ิม่ต้นจากการกลา่วถงึบทนยิามของ
อนพัุนธ์ และพสิจูน์ทฤษฎบีททีส่ำคัญของอนพัุนธ์ รวมท้ังพสิจูน์คณุสมบัตขิองอนพัุนธ์ท ีเ่ราได้นำไปใช้
กันอย ูส่มำ่เสมอในทางแคลคลัูส เชน่ การหาอนพัุนธข์องผลบวก ผลคณู และผลหารของฟงักชั์นเปน็ต้น
ยิง่ไปกวา่น้ัน ในบทนี้ ยังแสดงบทพสิจูน์ทฤษฎบีทของโลปติาลและทฤษฎบีททีส่ำคัญของอนพัุนธ์ เชน่
ทฤษฎบีทคา่เฉลีย่และทฤษฎบีทของเทยเ์ลอร์ เปน็ต้น

บทที่ 7 ได้กลา่วถงึปรพัินธ์รมัีนน์ของฟงักชั์น โดยเร ิม่จากการให้บทนยิามของปรพัินธ์รมัีนน์
บทพสิจูน์ของคณุสมบัตติา่งๆ ของปรพัินธ์รมัีนน์ท ีส่ำคัญ พร้อมท้ังตัวอยา่งประกอบ และยิง่ไปกวา่น้ัน
ในบทนี้ยังได้แสดงบทพสิจูนท์ฤษฎบีททีส่ำคัญของปรพัินธ์ นัน่คอื ทฤษฎบีทหลักมลูของแคลคลัูส

บทที่ 8 ในบทสดุท้ายของเลม่นี้ ได้กลา่วถงึอนกุรมบนจำนวนจรงิ โดยเร ิม่ต้ังแตก่ารแนะนำ
อนกุรมอนันต์ การพจิารณาการล ูเ่ข้าของอนกุรมอนันต์ รวมท้ังนำเสนอการทดสอบการล ูเ่ข้าของอน-ุ
กรมอนันต์แบบตา่งๆ โดยในทีน่ ี้ ได้กลา่วถงึ การทดสอบการล ูเ่ข้าโดยการเปรยีบเทยีบ การทดสอบโดย
อัตราสว่น การทดสอบโดยราก และการทดสอบโดยปรพัินธ์ พร้อมท้ังแสดงบทพสิจูนข์องทฤษฎบีทของ
การทดสอบแบบตา่งๆ ข้างต้นและได้ยกตัวอยา่งประกอบในแตล่ะการทดสอบอกีด้วย

ตำราเลม่นี้ สำเรจ็ลลุว่งด้วยดี ด้วยความชว่ยเหลอืจากหลายๆ ฝา่ย ผ ู้ เขยีนขอขอบคณุ คร ู
อาจารยแ์ละครอบครัวทีไ่ด้ให้กำลังใจ ขอขอบคณุอาจารยท์ ีป่รกึษา รองศาสตราจารย์ ดร.นรนิทร์ เพชร์
โรจน์ ท ีไ่ด้ประสทิธปิระสาทความร ู้ ให้กับผ ู้ เขยีน ให้คำปรกึษาและคำแนะนำอยา่งดใีนการเขยีนตำรา
เลม่นี้เสมอมา ขอขอบคณุ รองศาสตราจารย์ ดร.อสิระ อนิจันทร์ สำหรับคำแนะนำ ความชว่ยเหลอื ข้อ
เสนอแนะการจัดทำตำราฉบับนี้ รวมท้ังข้อคดิเหน็ในการประเมนิเอกสารฉบับนี้ ขอขอบคณุ รองศาส-
ตราจารย์ ดร.ไพโรจน์ เยยีระยงและรองศาสตราจารย์ ดร.เกยีรตศัิกดิ์ รัตนสหีา ทีช่ว่ยตรวจทาน แก้ไข
ข้อเสนอแนะ และข้อคดิเหน็ในการประเมนิตำราฉบับนี้ ขอขอบคณุอาจารยใ์นหลักสตูรสาขาวชิาคณติ-
ศาสตร์ทกุทา่นทีช่ว่ยเหลอื ให้กำลังใจในการเขยีนตำราเลม่นี้ ให้สำเรจ็ลลุว่งสมบรูณ์ด ี ผ ู้ เขยีนหวังเปน็
อยา่งย ิง่วา่ตำราฉบับนี้ จะเปน็ประโยชน์สำหรับ อาจารย์ นสิติ นักศกึษา และผ ู้ท ีส่นใจศกึษาตำราฉบับ
นี้และสามารถนำความร ู้ไปใช้ในการทำวจัิยและเรยีนในระดับทีส่งูขึ้นในโอกาสตอ่ไป

จติตพิร ตังควเิวชกลุ
กมุภาพันธ์ 2565
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บทที่ 1
จำนวนจรงิ

ในหัวข้อนี้ จะกลา่วถงึคณุสมบัตติา่งๆ บนจำนวนจรงิ โดยเร ิม่ต้นจากการแนะนำสัจพจนส์นาม
และสัจพจนอั์นดับของจำนวนจรงิ ไมว่า่จะเปน็ สมบัตปิดิ สมบัตเิอกลักษณ์ และสมบัตอิ ืน่ๆ บนเซตของ
จำนวนจรงิ เพ ือ่เปน็พื้นฐานความร ู้และนำไปใช้พสิจูนใ์นบทเรยีนอืน่ๆ ตอ่ไป จากน้ันจะกลา่วถงึ คา่สัม-
บรูณ์ของจำนวนจรงิ ซึง่ส ิง่น ี้ จะถกูนำไปใช้เปน็เคร ือ่งมอืในการพจิารณาจำนวนบนเซตของจำนวนจรงิ
โดยเปน็ทีท่ราบกันดวีา่คณุสมบัตขิองคา่สมบรูณ์ คอื ไมว่า่จะนำจำนวนจรงิใดๆ ใสล่งในคา่สัมบรูณจ์ะได้
ออกมาเปน็คา่ทีม่ากกวา่หรอืเทา่กับ 0 เสมอ โดยหลักการพจิารณาคา่สมบรูณข์องจำนวนจรงิใดๆ น้ันได้
มาจากการหาระยะหา่งของจำนวนทีพ่จิารณากับจดุกำเนดิ โดยคา่ของระยะทางจะมคีา่ท ีเ่ปน็บวกหรอื
ศนูย์ ยกตัวอยา่งเชน่ |2| จะหมายถงึ ระยะทางจากจดุกำเนดิไปถงึ 2 ซึง่มรีะยะทาง 2 หนว่ย จงึทำให้ได้
วา่ |2| = 2 และเชน่เดยีวกันหากเปน็ |−2| จะหมายถงึการหาระยะหา่งจากจดุกำเนดิถงึ −2 ซึง่มรีะยะ
ทาง 2 หนว่ย จงึทำให้ได้วา่ |−2| = 2 เปน็ต้น โดยในหัวข้อของคา่สมบรูณใ์นบทนี้ ได้แสดงทฤษฎบีทที่
สำคัญของคา่สัมบรูณ์ ซึง่จะถกูนำไปใช้ตอ่ไปในการพสิจูนท์างคณติศาสตร์ และหัวข้อสดุท้ายในบทนี้ ได้
กลา่วถงึสมบัตคิวามบรบิรูณข์องจำนวนจรงิ โดยเร ิม่จากการกลา่วถงึเซตทีม่ขีอบเขตของเซตจำนวนจรงิ
ไปจนถงึการให้สัจพจนค์วามบรบิรูณ์ นัน่คอื "สำหรับเซตยอ่ย A ทีไ่มเ่ปน็เซตวา่งของ R ถ้า A มขีอบ-
เขตบนแล้ว A จะมขีอบเขตบนทีน้่อยทีส่ดุ" ซึง่สัจพจนน์ ี้ เปน็ส ิง่ท ีถ่กูนำไปใช้อย ูเ่สมอในการพสิจูนเ์ก ีย่ว
กับเซตทีม่ขีอบเขต และยิง่ไปกวา่น้ันในสว่นท้ายของบทนี้ ยังได้กลา่วถงึสมบัตขิองอารค์มีเีดยีน ซึง่เปน็
สมบัตทิ ีส่ำคัญทีเ่ปน็พื้นฐานความร ู้ถกูนำไปใช้ในทางคณติศาสตร์ จากทีก่ลา่วมาท้ังหมดข้างต้น จะขอ
เร ิม่ต้นด้วยการกลา่วถงึสัจพจนส์นาม

1.1 พชีคณติและสมบัตอัินดับของจำนวนจรงิ
กอ่นทีจ่ะกลา่วถงึเร ือ่งอ ืน่ๆ บนเซตของจำนวนจรงิ จะขอเร ิม่ต้นจากการให้สัจพจน์ท ีส่ำคัญ

บนจำนวนจรงิกอ่น นัน่คอื สัจพจน์สนาม ซึง่ สัจพจน์น ี้ เปน็การกลา่วถงึการดำเนนิการบวกและคณู
บนเซตของจำนวนจรงิ โดยนำมาดำเนนิการกับสมาชกิในเซตของจำนวนจรงิอยา่งน้อย 2 ตัว ซึง่มรีาย
ละเอยีดดังตอ่ไปนี้

สัจพจน์ 1 [สัจพจนส์นาม (field axioms)] สำหรับเซตของจำนวนจรงิ (R) จะกลา่ววา่เปน็
สนาม (field) เม ือ่ R มสีมาชกิอยา่งน้อย 2 ตัว และมตัีวดำเนนิการทวภิาค คอื

การบวก + : R× R → R

การคณู · : R× R → R

ซึง่สอดคล้องกับ
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(1) สมบัตปิดิการบวก (additive closed property) นัน่คอื สำหรับทกุๆ x, y ∈ R ซึง่ทำให้
x+ y ∈ R และมเีพยีงคา่เดยีวเทา่น้ัน

(2) สมบัตเิปลีย่นหมูก่ารบวก (additive associative property) นัน่คอื สำหรับทกุๆ x, y, z ∈
R ซึง่ทำให้ (x+ y) + z = x+ (y + z)

(3) สมบัตสิลับทีก่ารบวก (additive commutative property) นัน่คอื สำหรับทกุๆ x, y ∈ R

ซึง่ทำให้ x+ y = y + x

(4) สมบัตเิอกลักษณ์การบวก (additive identity property) นัน่คอื จะมี 0 ∈ R ซึง่ทำให้
สำหรับทกุๆ x ∈ R จะมี x+ 0 = x

(5) สมบัตผิกผันการบวก (additive inverse property) นัน่คอื สำหรับทกุๆ x ∈ R จะมี−x

ซึง่ทำให้ x+ (−x) = 0

(6) สมบัตปิดิการคณู (multiplicative closed property) นัน่คอื สำหรับทกุๆ x, y ∈ R ซึง่
ทำให้ x · y ∈ R และมเีพยีงคา่เดยีว

(7) สมบัตเิปลีย่นหมูก่ารคณู (multiplicative associative property) นัน่คอื ทกุๆ x, y, z ∈
R ซึง่ทำให้ (x · y) · z = x · (y · z)

(8) สมบัตกิารสลับทีก่ารคณู (multiplicative commutative property) นัน่คอื สำหรับทกุๆ
x, y ∈ R ซึง่ทำให้ x · y = y · x

(9) สมบัตเิอกลักษณ์การคณู (multiplicative identity property) นัน่คอื จะมี 1 ∈ R ซึง่
ทำให้ ทกุๆ x ∈ R จะได้วา่ 1 · x = x

(10) สมบัตผิกผันการคณู (multiplicative inverse property) นัน่คอื สำหรับทกุๆ x ∈ R\{0}
จะมี x−1 ซึง่ทำให้ x · x−1 = 1 อาจจะกลา่ววา่ x−1 คอื 1

x
นัน่เอง

(11) สมบัตกิารกระจายทางซ้าย (distributive property) นัน่คอื สำหรับทกุๆ α, x, y ∈ R ซึง่
ทำให้ α · (x+ y) = α · x+ α · y

หมายเหตุ สำหรับเซตของจำนวนตรรกยะ (Q) เม ือ่

Q =
{
x|x =

a

b
เม ือ่ a, b ∈ I และ b ̸= 0

}
จะเหน็วา่ Q สอดคล้องสมบัตท้ัิง 11 ข้อข้างต้น จงึทำให้สรปุได้วา่ Q เปน็สัจพจนส์นาม
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ข้อสังเกต กำหนดให้ x, y, z ∈ R ขอกำหนดสัญลักษณต์อ่ไปนี้

x− y ใช้แทน x+ (−y)
x
y

ใช้แทน x · y−1

x+ y + z ใช้แทน (x+ y) + z

xyz ใช้แทน (xy)z

x2 ใช้แทน xx

x3 ใช้แทน xxx

2x ใช้แทน x+ x

3x ใช้แทน x+ x+ x

ตอ่ไปจะกลา่วถงึทฤษฎบีททีไ่ด้รับจากสัจพจนส์นามด้วยการดำเนนิการบวกและการคณู

ทฤษฎบีท 1.1.1 จากสัจพจนส์นามสำหรับการบวก ทำให้ได้วา่ข้อความตอ่ไปนี้เปน็จรงิ สำหรับ
x, y, z ∈ R

(1) ถ้า x+ y = x+ z แล้ว y = z

(2) ถ้า x+ y = x แล้ว y = 0

(3) ถ้า x+ y = 0 แล้ว y = −x

(4) −(−x) = x

การพิสจูน์ กำหนดให้ x, y, z ∈ R

(1) สมมตใิห้ x+ y = x+ z จะแสดงวา่ y = z

จาก x ∈ R ซึง่ R เปน็สัจพจนส์นาม จะมตัีวผกผันการบวก นัน่คอื −x ทำให้ได้วา่

(−x) + (x+ y) = (−x) + (x+ z)

โดยสมบัตกิารเปลีย่นหมูก่ารบวก จะได้วา่

(−x+ x) + y = (−x+ x) + z

โดยสมบัตผิกผันการบวก ทำให้ได้วา่

0 + y = 0 + z

โดยสมบัตเิอกลักษณก์ารบวก จะได้วา่

y = z

(2) จากข้อ (1) กำหนดให้ z = 0 ทำให้ได้รับข้อ (2)

(3) จากข้อ (1) กำหนดให้ z = −x ทำให้ได้รับข้อ (3)
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(4) เน ือ่งจาก (−x) + x = 0 โดยข้อ (3) จะได้วา่ x = −(−x)

ทฤษฎบีท 1.1.2 จากสัจพจนส์นามสำหรับการคณู ทำให้ได้วา่ข้อความตอ่ไปนี้เปน็จรงิ สำหรับ
x, y, z ∈ R

(1) ถ้า x ̸= 0 และ x · y = x · z แล้ว y = z

(2) ถ้า x ̸= 0 และ x · y = x แล้ว y = 1

(3) ถ้า x ̸= 0 และ x · y = 1 แล้ว y = x−1

(4) ถ้า x ̸= 0 แล้ว (x−1)−1 = x

การพิสจูน์ กำหนดให้ x, y, z ∈ R

(1) สมมตใิห้ x ∈ R ซึง่ x ̸= 0 และ x · y = x · z จะแสดงวา่ y = z

จาก x ∈ R จะได้วา่ จะมตัีวผกผันการคณู x−1 ∈ R ดังน้ัน

x−1 · (x · y) = x−1 · (x · z)

จากสมบัตเิปลีย่นหมูก่ารคณู จะได้วา่

(x−1 · x) · y = (x−1 · x) · z

โดยสมบัตผิกผันการคณู จะได้วา่
1 · y = 1 · z

โดยสมบัตเิอกลักษณก์ารคณู จะได้วา่

y = z

(2) จากข้อ (1) กำหนดให้ z = 1 ทำให้ได้ข้อ (2)

(3) จากข้อ (1) กำหนดให้ z = x−1 ทำให้ได้ข้อ (3)

(4) จากสมบัตผิกผันการคณู จะได้วา่ x · x−1 = 1 และจาก x−1 · (x−1)−1 = 1 ดังน้ัน

x = x · 1
= x · (x−1 · (x−1)−1)

= (x · x−1) · (x−1)−1

= 1 · (x−1)−1

= (x−1)−1
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ทฤษฎบีท 1.1.3 จากสัจพจนส์นาม ทำให้ได้วา่ข้อความตอ่ไปนี้เปน็จรงิ สำหรับ x, y, z ∈ R

(1) 0 · x = 0

(2) 0 ̸= 1

(3) ถ้า x ̸= 0 และ y ̸= 0 แล้ว x · y ̸= 0

(4) (−x) · y = −(x · y) = x · (−y)

(5) (−x) · (−y) = x · y

(6) (−1) · x = −x

(7) ตัวผกผันการบวกมเีพยีงคา่เดยีวเทา่น้ัน หมายความวา่ ถ้า x ∈ R และ x′ กับ x̄ เปน็ผกผันการ
บวกของ x แล้ว x′ = x̄

การพิสจูน์ กำหนดให้ x, y, z ∈ R

(1) จะแสดงวา่ 0 · x = 0

เน ือ่งจาก 0 + 0 = 0 จะได้วา่

0 · x+ 0 · x = x · 0 + x · 0 = x · (0 + 0) = (0 + 0) · x = 0 · x

โดยพรอพโพสชัิน 1.1.1 ข้อ (2) จะได้วา่ 0 · x = 0

(2) จะแสดงวา่ 0 ̸= 1

เน ือ่งจากR เปน็สัจพจนส์นาม ดังน้ันR จะมสีมาชกิอยา่งน้อย 2 ตัว จงึกำหนดให้ม ีx ∈ R\{0}
เราจะพสิจูนโ์ดยวธิกีารหาข้อขัดแย้ง จงึสมมตใิห้ 0 = 1 ซึง่จะเหน็วา่ 0 ·x = 1 ·x ดังน้ัน 0 = x

จงึเกดิข้อขัดแย้งกับที่ x ∈ R\{0} จงึทำให้ได้วา่ 0 ̸= 1

(3) กำหนดให้ x ̸= 0 และ y ̸= 0 จะแสดงวา่ x · y ̸= 0 จะพสิจูนโ์ดยการใช้ข้อขัดแย้ง
สมมตใิห้ x · y = 0 จากข้อ (1) จะเหน็วา่

(y−1 · x−1) · 0 = 0

เน ือ่งจาก x · y = 0 ทำให้ได้วา่

0 = (y−1 · x−1) · 0
= (y−1 · x−1) · x · y
= (y−1 · y) · (x−1 · x)
= 1 · 1
= 1

จงึเกดิข้อขัดแย้งกับข้อ (2) ทีว่า่ 0 ̸= 1 ดังน้ัน xy ̸= 0
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(4) จะแสดงวา่ (−x) · y = −(x · y) = x · (−y)

เน ือ่งจาก (−x) + x = 0 จะเหน็วา่

((−x) + x) · y = 0 · y = 0

ดังน้ัน
x · y + (−x) · y = (−x) · y + x · y = 0

โดยพรอพโพสชัิน 1.1.1 ข้อ (3) จะได้วา่

(−x) · y = −(x · y)

และในทำนองเดยีวกัน จะได้วา่ x · (−y) = −(x · y)

(5) จะแสดงวา่ (−x) · (−y) = x · y
โดยข้อ (4) และพรอพโพสชัิน 1.1.1 ข้อ (4) จะได้วา่

(−x) · (−y) = −(x · (−y))

= −(−(x · y))
= x · y

(6) จะแสดงวา่ (−1) · x = −x จากข้อ (4) แทนคา่ x = 1 และ y = x จะได้วา่ ข้อ (6) เปน็จรงิ

(7) จะแสดงวา่ตัวผกผันการบวกจะมเีพยีงคา่เดยีวเทา่น้ัน สมมตใิห้ x′ และ x̄ เปน็ตัวผกผันการบวก
ของ x จะแสดงวา่ x′ = x̄ จะเหน็วา่

x′ = x′ + 0

= x′ + (x+ x̄)

= (x′ + x) + x̄

= (x+ x′) + x̄

= 0 + x̄

= x̄+ 0

= x̄

จากทีไ่ด้กลา่วถงึสัจพจน์สนามและคณุสมบัตพิ ื้นฐานทีไ่ด้รับจากสัจพจน์สนามมาแล้ว ยิง่ไป
กวา่น้ัน บนเซตของจำนวนจรงิยังสามารถทีจ่ะบอกได้วา่จำนวนใดมากกวา่และจำนวนใดทีน้่อยกวา่ นัน่
หมายความวา่ จำนวนจรงิสองจำนวนใดๆ สามารถเปรยีบเทยีบกันได้ ดังน้ันในการทีจ่ะกลา่วถงึการ
เปรยีบเทยีบบนเซตของจำนวนจรงิ จงึจะกลา่วถงึสัจพจน์พ ื้นฐานเก ีย่วกับการเปรยีบเทยีบจำนวนจรงิ
กอ่น นัน่คอื สัจพจนอั์นดับ ซึง่มรีายละเอยีดดังตอ่ไปนี้
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สัจพจน์ 2 [สัจพจนอั์นดับ (order axioms)] บนเซตของจำนวนจรงิจะมเีซตยอ่ย P ซึง่สอด-
คล้องคณุสมบัตติอ่ไปนี้

(1) สำหรับทกุๆ x ∈ R จะได้วา่ เง ือ่นไขตอ่ไปนี้เปน็จรงิเพยีงอยา่งเดยีว นัน่คอื

x = 0 หรอื x ∈ P หรอื −x ∈ P

(2) ถ้า x ∈ P และ y ∈ P แล้ว x+ y ∈ P

(3) ถ้า x ∈ P และ y ∈ P แล้ว xy ∈ P

จะเรยีกเซต P ดังกลา่วนี้วา่ เซตของจำนวนจริงบวก (positive real number) หรอือาจจะเขยีนได้วา่
P = {x ∈ R | x > 0} และสำหรับจำนวนจรงิ x จะกลา่ววา่เปน็ จำนวนจริงลบ (negative real
number) เม ือ่ −x เปน็จำนวนจรงิบวก

ตอ่ไปจะเปน็การให้บทนยิามของการมากกวา่และน้อยกวา่ของจำนวนบนเซตจำนวนจรงิ

บทนยิาม 1.1.1 กำหนดให้ a, b เปน็จำนวนจรงิใดๆ จะนยิามให้

(1) a น้อยกวา่ b (เขยีนแทนด้วย a < b) กต็อ่เม ือ่ b− a ∈ P

(2) a น้อยกวา่หรอืเทา่กับ b (เขยีนแทนด้วย a ≤ b) กต็อ่เม ือ่ b− a ∈ P หรอื a = b

(3) a มากกวา่ b (เขยีนแทนด้วย a > b) กต็อ่เม ือ่ a− b ∈ P

(4) a มากกวา่หรอืเทา่กับ b (เขยีนแทนด้วย a ≥ b) กต็อ่เม ือ่ a− b ∈ P หรอื a = b

หมายเหตุ จากบทนยิาม 1.1.1 จะเหน็ได้วา่ a < b กต็อ่เม ือ่ b > a และในทำนองเดยีวกัน a ≤ b ก็
ตอ่เม ือ่ b ≥ a

จากบทนยิาม 1.1.1 จงึทำให้ได้รับทฤษฎบีทตอ่ไปนี้

ทฤษฎบีท 1.1.4 กำหนดให้ a, b, c เปน็จำนวนจรงิใดๆ จะได้วา่

(1) ถ้า a > 0 และ b > 0 แล้ว a+ b > 0

(2) ถ้า a > 0 และ b > 0 แล้ว ab > 0

(3) ถ้า a > b และ b > c แล้ว a > c

(4) ถ้า a < b และ b < c แล้ว a < c

(5) ถ้า a < b แล้ว a+ c < b+ c

(6) a < b กต็อ่เม ือ่ −b < −a

(7) ถ้า a < b และ c > 0 แล้ว ac < bc
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(8) ถ้า a < b และ c < 0 แล้ว ac > bc

(9) ข้อความตอ่ไปนี้ จะเปน็จรงิเพยีงข้อใดข้อหนึง่เทา่น้ัน

a < b หรอื a = b หรอื a > b

(10) x > 0 กต็อ่เม ือ่ −x < 0

(11) ถ้า x ̸= 0 แล้ว x2 > 0 และยิง่ไปกวา่น้ัน 1 > 0

(12) ถ้า 0 < x < y แล้ว 0 < y−1 < x−1

การพิสจูน์ แบบฝกึหัด

และยิง่ไปกวา่น้ัน ทฤษฎบีทตอ่ไปนี้ ยังเปน็จรงิสำหรับการพจิารณาจำนวนทีม่ากกวา่หรอื
เทา่กับกันด้วย

ทฤษฎบีท 1.1.5 กำหนดให้ a, b เปน็จำนวนจรงิใดๆ ซึง่ a ≤ b+ ε สำหรับทกุๆ ε > 0 แล้ว a ≤ b

การพิสจูน์ จะพสิจูนโ์ดยการหาข้อขัดแย้ง สมมตใิห้ a > b และให้ ε = a−b
2

เน ือ่งจาก a > b จะได้
วา่ a− b > 0 ดังน้ัน ε > 0 จงึทำให้ได้วา่

a ≤ b+ ε

= b+ (
a− b

2
)

=
a+ b

2

<
a+ a

2
= a

นัน่คอื a < a ซึง่ทำให้เกดิข้อขัดแย้ง ดังน้ัน a ≤ b

1.2 คา่สัมบรูณแ์ละเส้นจำนวนจรงิ
ตอ่ไปจะกลา่วถงึบทนยิามของคา่สัมบรูณ์ของจำนวนจรงิและทฤษฎบีททีส่ำคัญของคา่สัม-

บรูณ์ โดยคา่สัมบรูณ์เปน็ส ิง่ท ีร่ ู้จักกันดโีดยเร ิม่ศกึษามาต้ังแตใ่นระดับมัธยมศกึษาตลอดมาจนถงึในระ-
ดับอดุมศกึษา ซึง่คา่สัมบรูณไ์ด้ถกูนำไปใช้เปน็เคร ือ่งมอืในการคำนวณมากมาย ดังน้ันในบทนี้จะเร ิม่จาก
การให้บทนยิามของคา่สัมบรูณ์ตลอดไปจนถงึการพสิจูน์ทฤษฎบีททีส่ำคัญของคา่สัมบรูณ์และจะนำสิง่
ท ีไ่ด้รับในหัวข้อนี้ ไปใช้เปน็เคร ือ่งมอืสำหรับการพสิจูนท์ฤษฎบีทตา่งๆ บนเซตของจำนวนจรงิในสว่นถัด
ไปของตำราเลม่นี้ด้วย
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บทนยิาม 1.2.1 กำหนดให้ a ∈ R โดยที่ R แทนเซตของจำนวนจรงิ ค่าสัมบรูณ์ของ a (absolute
value of a) ซึง่เขยีนแทนด้วยสัญลักษณ์ |a| จะถกูนยิามดังตอ่ไปนี้

|a| =

a เม ือ่ a ≥ 0

−a เม ือ่ a < 0

จากบทนยิาม 1.2.1 จะกลา่วได้วา่ คา่สัมบรูณเ์ปน็ฟงักชั์นทีม่โีดเมน คอื R และเรนจ์ คอื R+∪{0} นัน่
คอื |•| : R → R+ ∪ {0} นัน่เอง

ตอ่ไปจะกำหนดและให้ความหมายของสัญลักษณ์ maxS และ minS ซึง่จะถกูกลา่วถงึใน
ทฤษฎบีทถัดไป โดยกำหนดให้ S เปน็เซตทีม่สีมาชกิจำกัด แล้วจะใช้สัญลักษณ์ maxS แทน สมาชกิที่
มคีา่มากสดุของเซต S และจะใช้สัญลักษณ์ minS แทน สมาชกิทีม่คีา่น้อยสดุของเซต S ดังน้ันจากบท
นยิามของคา่สัมบรูณจ์งึทำให้ได้รับทฤษฎบีทพื้นฐานของคา่สัมบรูณ์ ดังตอ่ไปนี้

ทฤษฎบีท 1.2.1 กำหนดให้ a เปน็จำนวนจรงิใดๆ จะได้วา่ข้อความตอ่ไปนี้เปน็จรงิ

(1) |a| ≥ 0

(2) |a| = max{a,−a}

(3) −|a| = min{a,−a}

(4) −|a| ≤ a ≤ |a|

(5) |−a| = |a|

(6) |a|2 = |a2| = a2

การพิสจูน์ กำหนดให้ a เปน็จำนวนจรงิใดๆ

(1) จะแสดงวา่ |a| ≥ 0 จากบทนยิาม 1.2.1 จะเหน็วา่ |a| ≥ 0 สำหรับทกุ a ∈ R

(2) จะแสดงวา่ |a| = max{a,−a}
จากบทนยิาม 1.2.1 สำหรับ a ≥ 0 จะได้วา่ |a| = a ทำให้ได้วา่

−a ≤ a = |a|

และถ้า a < 0 แล้ว |a| = −a ทำให้ได้วา่

a ≤ −a = |a|

ดังน้ัน |a| = max{a,−a}
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(3) จะแสดงวา่ −|a| = min{a,−a}
จากการพสิจูนใ์นข้อที่ (2) จะเหน็วา่ ถ้า a ≥ 0 แล้ว

−|a| ≤ a

และถ้า a < 0 แล้ว
−|a| ≤ −a

ดังน้ัน −|a| = min{a,−a}

(4) จะแสดงวา่ −|a| ≤ a ≤ |a| จากข้อ (2) และ (3) ทำให้ได้รับผลลัพธต์ามต้องการ

(5) จะแสดงวา่ |−a| = |a| ถ้า a ≥ 0 แล้ว −a ≤ 0 ดังน้ัน

|−a| = −(−a) = a = |a|

และถ้า a < 0 แล้ว −a > 0 ดังน้ัน

|a| = −a = |−a|

(6) จะแสดงวา่ |a|2 = |a2| = a2

ถ้า a ≥ 0 โดยทฤษฎบีท 1.1.4 ข้อ (2) จะได้วา่ a2 ≥ 0 ดังน้ัน

|a2| = a2

และเนือ่งจาก a ≥ 0 จะได้วา่ |a| = a ทำให้ได้วา่

|a|2 = a2

ดังน้ัน
|a2| = a2 = |a|2

และถ้า a < 0 โดยทฤษฎบีท 1.1.4 ข้อ (11) จะได้วา่ a2 > 0 ดังน้ัน

|a2| = a2

และจะเหน็วา่ |a| = −a ดังน้ัน

|a|2 = (−a)2 = a2

จงึทำให้ได้วา่
|a2| = a2 = |a|2

กอ่นทีจ่ะพสิจูน์ทฤษฎบีททีเ่ก ีย่วข้องกับคา่สัมบรูณ์อ ืน่ๆ จะขอแสดงบทพสิจูน์ความจรงิพื้น
ฐานของกำลังสองบนจำนวนจรงิ ดังบทต้ังตอ่ไปนี้
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บทต้ัง 1.2.1 สำหรับจำนวนจรงิ a และ b ใดๆ ทีไ่มเ่ปน็ลบ ถ้า a2 = b2 แล้ว a = b

การพิสจูน์ กำหนดให้ a และ b เปน็จำนวนจรงิใดๆ ทีไ่มเ่ปน็ลบ แยกพจิารณาเปน็ 2 กรณตีอ่ไปนี้

กรณที ี่ 1 ถ้า a2 = b2 = 0 แล้วจะได้วา่ a และ b ต้องเปน็ศนูย์ ดังน้ัน a = b

กรณที ี่ 2 ถ้า a2 = b2 ̸= 0 แล้วจะได้วา่
a2

b2
= 1(a

b

)2
= 1∣∣∣a

b

∣∣∣2 = 1

ดังน้ัน

a
b
= 1 หรอื a

b
= −1

ซึง่จะเหน็ได้วา่ ถ้า a
b
= 1 แล้ว

a = b

แตถ้่า a
b
= −1 แล้ว

a = −b

ซึง่เปน็ไปไมไ่ด้ เพราะจากสมมตฐิาน a, b ไมเ่ปน็จำนวนจรงิลบ ดังน้ันจงึสรปุได้วา่ a = b

ทฤษฎบีทตอ่ไปจะกลา่วถงึคณุสมบัตติา่งๆ ของคา่สัมบรูณบ์นเซตของจำนวนจรงิ ดังรายละ-
เอยีดตอ่ไปนี้

ทฤษฎบีท 1.2.2 กำหนดให้ x, y เปน็จำนวนจรงิใดๆ และจำนวนจรงิ a ≥ 0 จะได้วา่ ข้อความตอ่ไป
นี้เปน็จรงิ

(1) |x| ≤ a กต็อ่เม ือ่ −a ≤ x ≤ a

(2) |xy| = |x||y|

(3) ถ้า y ̸= 0 แล้ว |x
y
| = |x|

|y|

(4) |x+ y| ≤ |x|+ |y|
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การพิสจูน์ กำหนดให้ x, y ∈ R และ a ≥ 0

(1) จะแสดงวา่ |x| ≤ a กต็อ่เม ือ่ −a ≤ x ≤ a

(⇒) สมมติให้ |x| ≤ a จะแสดงวา่ −a ≤ x ≤ a โดยทฤษฎบีท 1.1.4 ข้อ 7) จะได้วา่
−|x| ≥ −a และจากทฤษฎบีท 1.2.1 ข้อ (4) จะได้วา่

−|x| ≤ x ≤ |x|

ดังน้ัน
−a ≤ −|x| ≤ x ≤ |x| ≤ a

(⇐) สมมตใิห้ −a ≤ x ≤ a จะแสดงวา่ |x| ≤ a

ถ้า x ≥ 0 แล้ว
|x| = x ≤ a

และถ้า x < 0 แล้ว
|x| = −x ≤ −(−a) = a

ดังน้ัน
|x| ≤ a

สำหรับทกุๆ x ∈ R

(2) จะแสดงวา่ |xy| = |x||y| โดยทฤษฎบีท 1.2.1 ข้อ (6) ทำให้ได้วา่
|xy|2 = (xy)2

= x2y2

= |x|2|y|2

= (|x||y|)2

โดยบทต้ัง 1.2.1 จะได้วา่ |xy| = |x||y|

(3) กำหนดให้ y ̸= 0 จะแสดงวา่ |x
y
| = |x|

|y| จากข้อ (2) จะเหน็วา่

|x| =
∣∣∣∣xy · y

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣xy
∣∣∣∣ · |y|

และจาก y ̸= 0 จะได้วา่ จะมี |y|−1 ∈ R ดังน้ัน
|x|
|y|

=

∣∣∣∣xy
∣∣∣∣

(4) จะแสดงวา่ |x+ y| ≤ |x|+ |y|
จากทฤษฎบีท 1.2.1 ข้อ (4) และ (6) และจากข้อ (2) ของทฤษฎบีทนี้ ทำให้ได้วา่

|x+ y|2 = (x+ y)2

= x2 + 2xy + y2

≤ |x|2 + 2|xy|+ |y|2

= |x|2 + 2|x||y|+ |y|2

= (|x|+ |y|)2
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โดยบทต้ัง 1.2.1 จะได้วา่ |x+ y| ≤ |x|+ |y|

หมายเหตุ จากทฤษฎบีท 1.2.2 ข้อ (4) เปน็ทฤษฎบีททีร่ ู้จักกันดใีนชือ่วา่ อสมการสามเหล่ียม (triangle
inequality)

จากทฤษฎบีทของคา่สัมบรูณข้์างต้นทำให้ได้รับผลลัพธต์ามมา ดังตอ่ไปนี้

บทแทรก 1.2.1 กำหนดให้ x, y เปน็จำนวนจรงิใดๆ ข้อความตอ่ไปนี้เปน็จรงิ
(1) ||x| − |y|| ≤ |x− y|

(2) |x− y| ≤ |x|+ |y|

การพิสจูน์ กำหนดให้ x, y ∈ R

(1) จะแสดงวา่ ||x| − |y|| ≤ |x− y| จากทฤษฎบีท 1.2.2 ข้อ (4) จะได้วา่

|x| = |x− y + y| ≤ |x− y|+ |y| (1.1)

และ

|y| = |y − x+ x| ≤ |y − x|+ |x| (1.2)

จากอสมการ (1.1) จะได้วา่

|x| − |y| ≤ |x− y| (1.3)

และจากอสมการ (1.2) และโดยทฤษฎบีท 1.2.1 ข้อ (5) จะได้วา่

|y| − |x| ≤ |y − x| = |x− y|

ดังน้ัน
−(|x| − |y|) ≤ |x− y|

นัน่คอื

−|x− y| ≤ |x| − |y| (1.4)

จาก (1.3) และ (1.4) จงึทำให้ได้วา่

−|x− y| ≤ |x| − |y| ≤ |x− y|

โดยทฤษฎบีท 1.2.2 ข้อ (1) จงึได้วา่

||x| − |y|| ≤ |x− y|
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(2) จะแสดงวา่ |x − y| ≤ |x| + |y| เน ือ่งจาก x − y = x + (−y) โดยทฤษฎบีท 1.2.1 ข้อ (5)
และทฤษฎบีท 1.2.2 ข้อ (4) ทำให้ได้วา่

|x− y| = |x+ (−y)|
≤ |x|+ |−y|
= |x|+ |y|

นัน่คอื |x− y| ≤ |x|+ |y|

บทแทรก 1.2.2 กำหนดให้ x, y เปน็จำนวนจรงิใดๆ ข้อความตอ่ไปนี้เปน็จรงิ

(1) ถ้า |x− y| < 1 แล้ว |x| < |y|+ 1

(2) ถ้า |x− y| < |y|
2
แล้ว |y|

2
< |x|

การพิสจูน์ กำหนดให้ x, y ∈ R

(1) สมมตใิห้ |x− y| < 1 จะแสดงวา่ |x| < |y|+ 1 โดยบทต้ัง 1.2.1 ข้อ (1) จะได้วา่

|x| − |y| ≤ ||x| − |y|| ≤ |x− y| < 1

ดังน้ัน |x| < 1 + |y|

(2) สมมตใิห้ |x− y| < |y|
2
จะแสดงวา่ |y|

2
< |x| โดยทฤษฎบีท 1.2.1 ข้อ (5) และบทต้ัง 1.2.1 ข้อ

(1) จะได้วา่

|y| − |x| ≤ ||y| − |x||
= |−(|y| − |x|)|
= ||x| − |y||
≤ |x− y|

<
|y|
2

ดังน้ัน |y|
2
< |x|

1.3 สมบัตคิวามบรบิรูณข์องจำนวนจรงิ
ในหัวข้อตอ่ไปนี้ จะเร ิม่ต้นด้วยการแนะนำลักษณะของเซตทีม่ขีอบเขต โดยให้บทนยิามของ

เซตทีม่ขีอบเขตบนและขอบเขตลา่งกอ่น จากน้ันจงึได้กลา่วถงึสัจพจน์ความบรบิรูณ์ของจำนวนจรงิ ซึง่
มข้ีอความวา่ สำหรับเซตทีม่ขีอบเขตบนจะสามารถบอกขอบเขตบนทีน้่อยทีส่ดุของเซตดังกลา่วได้ โดย
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คา่ของขอบเขตบนทีม่คีา่น้อยทีส่ดุน้ัน มชี ือ่เรยีกวา่ ซพูรมัีมของเซต และในทำนองเดยีวกัน สำหรับเซต
ทีม่ขีอบเขตลา่ง จะสามารถบอกขอบเขตลา่งทีม่ากทีส่ดุของเซตได้ด้วยเชน่กัน โดยคา่ของขอบเขตลา่งที่
มากทีส่ดุน้ัน มชี ือ่เรยีกวา่ อนิฟมัิมของเซตนัน่เอง แล้วยังได้แนะนำสัจพจน์ความบรบิรูณ์ ซึง่เปน็เคร ือ่ง
มอืทีถ่กูนำไปใช้อ้างองิและพสิจูน์ทฤษฎบีทอืน่ๆ อกีมากมาย ดังน้ันจงึจะเร ิม่จากการแนะนำสัจพจน์
ความบรบิรูณ์ โดยให้บทนยิามเซตทีม่ขีอบเขตกอ่นดังตอ่ไปนี้

บทนยิาม 1.3.1 กำหนดให้ A เปน็เซตยอ่ยทีไ่มเ่ปน็เซตวา่งบนเซตของจำนวนจรงิ
(1) ถ้ามจีำนวนจรงิ x ทีท่ำให้ a ≤ x สำหรับทกุๆ a ∈ A แล้วจะเรยีก x วา่ ขอบเขตบน (upper

bound) ของเซต A และจะกลา่ววา่ A เปน็เซตท่ีมีขอบเขตบน (bounded above)

(2) ถ้ามจีำนวนจรงิ y ทีท่ำให้ y ≤ a สำหรับทกุๆ a ∈ A แล้วจะเรยีก y วา่ ขอบเขตล่าง (lower
bound) ของเซต A และจะกลา่ววา่ A เปน็เซตท่ีมีขอบเขตล่าง (bounded below)

(3) เซต A จะกลา่ววา่เปน็เซตท่ีมีขอบเขต (bounded set) ถ้า A มขีอบเขตบนและขอบเขตลา่ง
หรอือาจกลา่วได้วา่ จะมจีำนวนจรงิ M > 0 ซึง่ทำให้ |a| ≤ M สำหรับทกุๆ a ∈ A

บทนยิาม 1.3.2 กำหนดให้ A เปน็เซตยอ่ยทีไ่มเ่ปน็เซตวา่งบนเซตของจำนวนจรงิ
(1) ถ้า A เปน็ เซตที่ม ีขอบเขตบน แล้วจะเรยีกขอบเขตบนที่ม ีคา่ น้อยทีส่ดุของ A วา่ ซพูรีมัม

(supremum) ของ A เขยีนแทนด้วย supA หรอือาจกลา่วได้วา่ supA = M กต็อ่เม ือ่ M

เปน็ขอบเขตบนของ A และถ้า x เปน็ขอบเขตบนของ A แล้ว M ≤ x

(2) ถ้า A เปน็เซตที่ม ีขอบเขตลา่ง แล้วจะเรยีกขอบเขตลา่งที่ม ีคา่มากทีส่ดุของ A วา่ อินฟมัิม
(infimum) ของ A ซึง่ เขยีนแทนด้วย infA หรอือาจกลา่วได้วา่ infA = m ก็ตอ่เม ือ่ m

เปน็ขอบเขตลา่งของ A และถ้า y เปน็ขอบเขตลา่งของ A แล้ว y ≤ m

หมายเหตุ จากบทนยิาม 1.3.2 จะเหน็วา่ สำหรับเซต A ทีเ่ปน็เซตยอ่ยและไมเ่ปน็เซตวา่งบนเซตของ
จำนวนจรงิ จะได้วา่

infA ≤ supA

ตอ่ไปจะกลา่วถงึสัจพจนห์นึง่ท ีส่ำคัญทางคณติศาสตร์ นัน่คอื สัจพจนค์วามบรบิรูณ์
สัจพจน์ความบรบิรูณ์ (completeness axiom) สำหรับ A ซึง่เปน็เซตยอ่ยทีไ่มเ่ปน็เซต

วา่งของเซตจำนวนจรงิ ถ้า A มขีอบเขตบนแล้ว A จะมขีอบเขตบนทีน้่อยทีส่ดุ หรอืกลา่วได้วา่ ถ้า A มี
ขอบเขตบนแล้วจะมีM ∈ R ซึง่ทำให้ M = supA

จากสัจพจนค์วามบรบิรูณข้์างต้น ทำให้ได้รับทฤษฎบีทตอ่ไปนี้

ทฤษฎบีท 1.3.1 กำหนดให้ A เปน็เซตยอ่ยทีไ่มเ่ปน็เซตวา่งของเซตจำนวนจรงิ ถ้า A เปน็เซตทีม่ ี
ขอบเขตลา่ง แล้วจะมีm ∈ R ซึง่ m = infA

การพิสจูน์ กำหนดให้ −A = {−a|a ∈ A} เน ือ่งจาก A เปน็เซตทีม่ขีอบเขตลา่ง จะได้วา่ (−A)

เปน็เซตทีม่ขีอบเขตบน โดยสัจพจนค์วามบรบิรูณ์ จะได้วา่ จะมีM ∈ R ทีท่ำให้

M = sup(−A)
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นัน่คอื
M ≥ −a

สำหรับทกุๆ a ∈ A กำหนดให้ m = −M จะได้วา่

m ≤ a

สำหรับทกุๆ a ∈ A ดังน้ัน m จงึเปน็ขอบเขตลา่งของเซต A

ตอ่ไปจะแสดงวา่ m = infA
สมมติให้ l เปน็ขอบเขตลา่งของเซต A จะได้วา่ −l เปน็ขอบเขตบนของเซต (−A) จาก M =

sup(−A) ดังน้ัน
M ≤ −l

ทำให้ได้วา่
l ≤ −M = m

ดังน้ัน m = infA

ยิง่ไปกวา่น้ัน ตอ่ไปจะแสดงวา่ sup และ inf ของเซตทีเ่ปน็เซตยอ่ยและไมเ่ปน็เซตวา่งบนเซต
จำนวนจรงิจะมเีพยีงคา่เดยีวเทา่น้ัน ดังบทแทรกตอ่ไปนี้

บทแทรก 1.3.1 ถ้า A เปน็เซตยอ่ยทีไ่มเ่ปน็เซตวา่งของเซตจำนวนจรงิ แล้ว supA มเีพยีงคา่เดยีว
และ infA มเีพยีงคา่เดยีวเทา่น้ัน

การพิสจูน์ จะแสดงวา่ supA มเีพยีงคา่เดยีว สมมตใิห้M และ u เปน็ supA เราจะแสดงวา่M = u

ถ้า M = supA และ u เปน็ขอบเขตบนของเซต A จะได้วา่

M ≤ u

และในทำนองเดยีวกัน ถ้า u = supA และ M เปน็ขอบเขตบนของเซต A ทำให้ได้วา่

u ≤ M

ดังน้ัน
M = u

จงึสรปุได้วา่ supA มเีพยีงคา่เดยีวเทา่น้ัน และในทำนองเดยีวกันเราจะได้วา่ infA มเีพยีงคา่เดยีว
เทา่น้ัน

จากการกลา่วถงึ sup และ inf ข้างต้น ทำให้ได้รับความจรงิตอ่ไปนี้ นัน่คอื หากนำคา่อนิ
ฟมัิมบวกด้วยจำนวนจรงิใดๆ ทีม่ากกวา่ 0 (infA + ϵ) แล้วจะสามารถหาสมาชกิในเซตน้ันทีม่คีา่น้อย
กวา่ผลบวกดังกลา่วได้ และในทำนองเดยีวกันหากนำคา่ซพูรมัีมลบด้วยจำนวนจรงิใดๆ ทีม่ากกวา่ 0

(supA − ϵ) แล้วจะสามารถหาสมาชกิในเซตน้ันทีม่คีา่มากกวา่ผลลบดังกลา่วได้ด้วยเชน่กัน ดังบท
พสิจูนต์อ่ไปนี้
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ทฤษฎบีท 1.3.2 กำหนดให้ A เปน็เซตยอ่ยทีไ่มเ่ปน็เซตวา่งของเซตจำนวนจรงิ และถ้า M = supA

แล้วสำหรับทกุๆ ϵ > 0 จะมี a ∈ A ซึง่ทำให้ a > M − ϵ และถ้า m = infA แล้วสำหรับทกุๆ ϵ > 0

จะมี x ∈ A ทีท่ำให้ x < m+ ϵ

การพิสจูน์ กำหนดให้ ∅ ̸= A ⊆ R และ M = supA จะแสดงวา่ สำหรับทกุๆ ϵ > 0 จะมี a ∈ A

ซึง่ทำให้ a > M − ϵ จะพสิจูนโ์ดยใช้วธิกีารหาข้อขัดแย้ง สมมตใิห้ ม ี ϵ > 0 ซึง่

a ≤ M − ϵ

สำหรับทกุ a ∈ A จากบทนยิาม 1.3.1 ข้อ (1) จะได้วา่ M − ϵ เปน็ขอบเขตบนของเซต A แตจ่าก M

เปน็ขอบเขตบนคา่น้อยสดุของเซต A จะได้วา่

M ≤ M − ϵ

จงึเกดิข้อขัดแย้ง จงึทำให้ได้วา่ ทกุๆ ϵ > 0 จะมี a ∈ R ซึง่ทำให้ a > M − ϵ

ในทำนองเดยีวกันถ้าให้ m = infA จะแสดงวา่ สำหรับทกุๆ ϵ > 0 จะมี x ∈ A ทีท่ำให้
x < m+ ϵ เชน่เดยีวกันจะพสิจูนโ์ดยวธิกีารหาข้อขัดแย้ง สมมตใิห้ ม ี ϵ > 0 ซึง่ทำให้

x ≥ m+ ϵ

สำหรับทกุๆ x ∈ A จากบทนยิาม 1.3.1 ข้อ (2) จะได้วา่ m+ ϵ เปน็ขอบเขตลา่งของเซต A เน ือ่งจาก
m = infA ดังน้ัน

m+ ϵ ≤ m

จงึเกดิข้อขัดแย้ง จงึทำให้ได้วา่ ทกุๆ ϵ > 0 จะมี x ∈ A ทีท่ำให้ x < m+ ϵ

ตอ่ไปจะกลา่วถงึทฤษฎบีททีเ่ก ีย่วข้องกับคณุสมบัตขิองซพูรมัีมและอนิฟมัิมของเซต

ทฤษฎบีท 1.3.3 กำหนดให้ A และ B เปน็เซตยอ่ยทีไ่มเ่ปน็เซตวา่งของเซตจำนวนจรงิ และให้
C = {x + y|x ∈ A และ y ∈ B} และถ้า A และ B เปน็เซตทีม่ขีอบเขตบน แล้ว C เปน็เซตทีม่ ี
ขอบเขตบนและ

supC = supA+ supB

การพิสจูน์ กำหนดให้ C = {x + y|x ∈ A และ y ∈ B} และ A,B เปน็เซตทีม่ขีอบเขตบน โดย
สัจพจนค์วามบรบิรูณจ์ะได้วา่ จะมี a, b ∈ R ซึง่ทำให้ supA = a และ supB = b จะเหน็วา่ x ≤ a

สำหรับทกุๆ x ∈ A และ y ≤ b สำหรับทกุๆ y ∈ B ดังน้ัน

x+ y ≤ a+ b

สำหรับทกุๆ x ∈ A และ y ∈ B และเนือ่งจาก C = {x+ y|x ∈ A และ y ∈ B} จะได้วา่

c ≤ a+ b

สำหรับทกุๆ c ∈ C ดังน้ัน C เปน็เซตทีม่ขีอบเขตบน
ตอ่ไปจะแสดงวา่ supC = supA+ supB โดยจะแยกพจิารณา 2 กรณี นัน่คอื

กรณที ี่ 1 supC ≥ supA+ supB และ กรณที ี่ 2 supC ≤ supA+ supB ดังตอ่ไปนี้
กรณทีี่ 1 ให้ ϵ > 0 จะได้วา่ ϵ

2
> 0 โดยทฤษฎบีท 1.3.2 จะได้วา่จะมี x ∈ A และ y ∈ B ทีท่ำให้
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a− ϵ
2
< x และ b− ϵ

2
< y

ดังน้ัน
(a+ b)− ϵ = (a− ϵ

2
) + (b− ϵ

2
) < x+ y ≤ supC

นันคอื
a+ b < supC + ϵ

โดยทฤษฎบีท 1.1.5 จะได้วา่ a+ b ≤ supC นัน่คอื

supA+ supB ≤ supC

กรณทีี่ 2 ให้ ϵ > 0 และ supC = c โดยทฤษฎบีทที่ 1.3.2 จะได้วา่จะมี z ∈ C ซึง่ทำให้

c− ϵ < z

จาก z ∈ C จะได้วา่ จะมี x ∈ A และ y ∈ B ทีท่ำให้ z = x+ y ดังน้ัน

c− ϵ < z = x+ y ≤ a+ b

ทำให้ได้วา่
supC = c < (a+ b) + ϵ

โดยทฤษฎบีท 1.1.5 จะได้วา่

supC ≤ a+ b = supA+ supB

จากท้ัง 2 กรณี จงึสรปุได้วา่
supC = supA+ supB

ทฤษฎบีท 1.3.4 กำหนดให้ A เปน็เซตยอ่ยทีไ่มเ่ปน็เซตวา่งของเซตจำนวนจรงิ โดยที่ M = supA

และ m = infA เม ือ่ c ∈ R กำหนดให้

cA = {cx|x ∈ A}

จะได้วา่ข้อความตอ่ไปนี้เปน็จรงิ

(1) ถ้า c > 0 แล้ว sup(cA) = c supA

(2) ถ้า c < 0 แล้ว inf(cA) = c supA

(3) ถ้า c > 0 แล้ว inf(cA) = c infA

(4) ถ้า c < 0 แล้ว sup(cA) = c infA

การพิสจูน์ กำหนดให้ A เปน็เซตยอ่ยทีไ่มเ่ปน็เซตวา่งของเซตจำนวนจรงิ
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(1) สมมตใิห้ c > 0 และ M = supA โดยบทนยิาม 1.3.2 จะได้วา่

M ≥ x

สำหรับทกุๆ x ∈ A จาก c > 0 จะได้วา่

cM ≥ cx

สำหรับทกุๆ x ∈ A ดังน้ัน cM เปน็ขอบเขตบนของเซต cA

ตอ่ไปจะแสดงวา่ cM = sup(cA)
สมมตใิห้ u เปน็ขอบเขตบนของเซต cA จะได้วา่

cx ≤ u

สำหรับทกุ x ∈ A ดังน้ัน
x ≤ u

c

สำหรับทกุๆ x ∈ A นัน่คอื u
c
เปน็ขอบเขตบนของเซต A แต่M = supA จะได้วา่

M ≤ u

c

ดังน้ัน
cM ≤ u

ทำให้ได้วา่
sup(cA) = cM

นัน่คอื sup(cA) = c supA

(2) สมมตใิห้ c < 0 และจาก M = supA จะได้วา่

x ≤ M

สำหรับทกุๆ x ∈ A ถ้า c < 0 จะได้วา่

cM ≤ cx

สำหรับทกุๆ x ∈ A ดังน้ัน cM เปน็ขอบเขตลา่งของเซต cA

ตอ่ไปจะแสดงวา่ cM = inf(cA)
ให้ l เปน็ขอบเขตลา่งของเซต cA จะได้วา่

l ≤ cx

สำหรับทกุๆ x ∈ A ดังน้ัน
x ≤ l

c
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สำหรับทกุๆ x ∈ A นัน่คอื l
c
เปน็ขอบเขตบนของเซต A แตจ่าก M = supA จะได้วา่

M ≤ l

c

ดังน้ัน
l ≤ cM

ทำให้ได้วา่
cM = inf cA

ดังน้ัน
c supA = inf(cA)

(3) แบบฝกึหัด

(4) แบบฝกึหัด

ตอ่ไปจะใช้ความร ู้จากเร ือ่งเซตทีม่ขีอบเขตทีก่ลา่วมาข้างต้นมาพสิจูน์วา่ เซตของจำนวนนับ
ไมม่ขีอบเขตบน ดังตอ่ไปนี้

ทฤษฎบีท 1.3.5 เซตของจำนวนนับ N เปน็เซตทีไ่มม่ขีอบเขตบน

การพิสจูน์ จะพสิจูนโ์ดยวธิหีาข้อขัดแย้ง สมมตใิห้ N เปน็เซตทีม่ขีอบเขตบน จะได้วา่ เน ือ่งจาก
∅ ̸= N ⊆ R โดยสัจพจนค์วามบรบิรูณ์ จะได้วา่ จะมีM ∈ R ซึง่ทำให้ M = supN ดังน้ัน

n ≤ M

สำหรับทกุๆ n ∈ N จะเหน็วา่ M − 1 ไมเ่ปน็ขอบเขตบนของ N ดังน้ัน โดยทฤษฎบีท 1.3.2 จะได้วา่
จะมี k ∈ N ซึง่ทำให้

M − 1 < k ≤ M

ดังน้ัน M < k + 1 ซึง่ k + 1 ∈ N จงึทำให้เกดิข้อขัดแย้งกับที่M = supN ดังน้ัน N เปน็เซตทีไ่มม่ ี
ขอบเขตบน

บนเซตของจำนวนจรงิ สมบัติของอาร์ค ีม ีเดยีนเปน็สมบัติหนึง่ท ี่มชี ือ่ เสยีงและถกูนำไปใช้
อ้างองิในการพสิจูน์ทางคณติศาสตร์อยา่งกว้างขวาง ดังน้ันเราจงึขอกลา่วถงึสมบัตอิาร์คมีเีดยีนพร้อม
กับบทพสิจูนเ์พ ือ่ให้เปน็สมบัตพิ ื้นฐานสำหรับใช้ในการพสิจูนใ์นสว่นตอ่ไปในเลม่นี้

ทฤษฎบีท 1.3.6 [สมบัตอิารค์มีเีดยีน (Archimedean property)] ข้อความตอ่ไปนี้สมมลูกัน

(1) N เปน็เซตทีไ่มม่ขีอบเขตบน

(2) สำหรับทกุๆ x ∈ R จะมี n ∈ N ซึง่ทำให้ x < n

(3) สำหรับทกุๆ x > 0 และทกุๆ y ∈ R จะมี n ∈ N ซึง่ทำให้ nx > y
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(4) สำหรับทกุๆ ϵ > 0 จะมี n ∈ N ซึง่ทำให้ 0 < 1
n
< ϵ

การพิสจูน์ จะพสิจูนก์ารสมมลูกันของข้อความตอ่ไปนี้

1. จะแสดงวา่ (1) ⇒ (2) กำหนดให้ N เปน็เซตทีไ่มม่ขีอบเขตบน จะแสดงวา่ สำหรับทกุๆ x ∈ R
จะมี n ∈ N ซึง่ทำให้ x < n และเราจะพสิจูนโ์ดยการหาข้อขัดแย้ง สมมตใิห้ม ี x ∈ R สมมตใิห้
x ≥ n สำหรับทกุๆ n ∈ N จะได้วา่ x เปน็ขอบเขตบนของ N ซึง่เกดิข้อขัดแย้งกับสมมตฐิาน
ข้อ (1)

2. จะแสดงวา่ (2) ⇒ (3) กำหนดให้สำหรับทกุๆ x ∈ R จะมี n ∈ N ซึง่ทำให้ x < n และสมมติ
ให้ x > 0 และ y ∈ R ดังน้ัน

y

x
∈ R

จาก (2) จะได้วา่ จะมี n ∈ N ซึง่ทำให้
y

x
< n

ดังน้ัน
y < nx

โดยที่ x > 0

3. จะแสดงวา่ (3) ⇒ (4) สมมตใิห้ทกุๆ x > 0 และทกุๆ y ∈ R จะมี n ∈ N ซึง่ทำให้ nx > y

สมมตใิห้ ϵ > 0 จะแสดงวา่ จะมี n ∈ N ซึง่ทำให้ 0 < 1
n
< ϵ จาก 1 ∈ R โดย (3) จะได้วา่

จะมี n ∈ N ซึง่ทำให้
nϵ > 1

ดังน้ัน
1

n
< ϵ

และจาก
1

n
> 0

จงึทำให้ได้วา่
0 <

1

n
< ϵ

4. จะแสดงวา่ (4) ⇒ (1) กำหนดให้ สำหรับทกุๆ ϵ > 0 จะมี n ∈ N ซึง่ทำให้

0 <
1

n
< ϵ

จะแสดงวา่ N เปน็เซตทีไ่มม่ขีอบเขตบน จะพสิจูนโ์ดยการหาข้อขัดแย้ง สมมตใิห้ N เปน็เซตทีม่ ี
ขอบเขตบน โดยสัจพจนค์วามบรบิรูณ์ จะได้วา่ M = supN นัน่คอื จะมีM ∈ R ซึง่ทำให้

n ≤ M (1.5)
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สำหรับทกุๆ n ∈ N จาก 1
M

> 0 โดยสมมตฐิานข้อ (4) จะได้วา่ จะมี n0 ∈ N ซึง่ทำให้

0 <
1

n0

<
1

M

ดังน้ัน M < n0 จงึเกดิข้อขัดแย้งกับ (1.5) จงึทำให้ได้วา่ N เปน็เซตทีไ่มม่ขีอบเขตบน

สดุท้ายนี้ จะแสดงวา่ระหวา่งจำนวนจรงิ 2 จำนวน จะมจีำนวนตรรกยะอยูร่ะหวา่ง 2 จำนวน
น้ันเสมอ แตใ่นการพสิจูน์ต้องใช้เคร ือ่งมอืในการพสิจูน์คอื หลักการจัดอันดับอยา่งดี 1 จงึได้รับการ
พสิจูนดั์งทฤษฎบีทตอ่ไปนี้

ทฤษฎบีท 1.3.7 [ความหนาแนน่ของจำนวนจรงิ (density of real numbers)] ถ้า x และ y เปน็
จำนวนจรงิ ซึง่ x < y แล้วจะมจีำนวนตรรกยะ r ซึง่ทำให้ x < r < y

การพิสจูน์ กำหนดให้ x, y ∈ R ซึง่ x < y

กรณทีี่ 1 ถ้า x > 0 จะได้วา่ 0 < x < y ดังน้ัน y − x > 0 ทำให้ได้วา่
1

y − x
> 0

โดยสมบัตอิารค์มีเีดยีน ข้อ (2) จะได้วา่ จะมี n ∈ N ซึง่ทำให้
1

y − x
< n

ดังน้ัน
1 < n(y − x) = ny − nx

จะได้วา่

1 + nx < ny (1.6)

จาก nx ∈ R โดยสมบัตอิารค์มีเีดยีน ข้อ (2) อกีคร้ัง จะได้วา่ จะมี k ∈ N ซึง่ทำให้

nx < k

ให้ S = {k ∈ N|nx < k} จะได้วา่ ∅ ̸= S ⊆ N โดยหลักการจัดอันดับอยา่งด ี จะได้วา่จะมีm ∈ S

ซึง่ทำให้
m ≤ s

สำหรับทกุๆ s ∈ S ดังน้ัน m− 1 /∈ S ทำให้ได้วา่

m− 1 ≤ nx < m (1.7)
1หลักการจัดอันดับอยา่งดี (well ordering principle) กลา่วคอื เซตยอ่ยใดๆ ของเซตของจำนวนนับทีไ่มเ่ปน็เซต

วา่ง จะมสีมาชกิตัวทีน้่อยทีส่ดุในเซตยอ่ยน้ันเสมอ
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จะได้วา่

m ≤ nx+ 1 (1.8)

จาก (1.6) (1.7) และ (1.8) ทำให้ได้วา่

nx < m < ny

ให้ r = m
n
จะได้วา่ จะมี r ∈ Q ทีท่ำให้ x < r < y

กรณทีี่ 2 ถ้า x ≤ 0 จะเหน็วา่ |x| ≥ 0 โดยสมบัตอิารค์มีเีดยีน ข้อ (2) จะได้วา่ จะมี k ∈ N ซึง่ทำให้

|x| < k

จากทฤษฎบีท 1.2.2 ข้อ (1) จะได้วา่

−k < x < k

ดังน้ัน x+ k > 0 จากทีก่ำหนดให้ x < y ทำให้ได้วา่

0 < x+ k < y + k

จากกรณที ี่ 1 จะได้วา่ จะมี q ∈ Q ทีท่ำให้

x+ k < q < y + k

เลอืก r = q − k ∈ Q จะได้วา่ จะมี r ∈ Q ซึง่ทำให้

x < r < y

ดังน้ัน จากท้ัง 2 กรณี ทำให้สรปุได้วา่ ทฤษฎบีทนี้เปน็จรงิ

1.4 บทสรปุ
ในบทนี้ ต้องการให้ผ ู้อา่นได้เหน็แนวทางการพสิจูนข์องทฤษฎบีทตา่งๆ บนเซตจำนวนจรงิ ซึง่

ส ิง่ท ีถ่กูพสิจูน์ในบทนี้ เปน็คณุสมบัตทิ ีผ่ ู้อา่นได้ร ู้จักมาบ้างแล้ว ยกตัวอยา่งเชน่ สมบัตกิารสลับที่ สมบัต ิ
การเปลีย่นหมู่ สมบัตกิารกระจาย เปน็ต้น แตผ่ ู้อา่นมักจะแคน่ำไปประยกุต์ใช้ในการคำนวณ ในทีน่ ี้จงึ
บรรยายการพสิจูน์อยา่งละเอยีดเพือ่งา่ยตอ่ความเข้าใจในวธิกีารพสิจูน์ของผ ู้อา่น และยังมทีฤษฎบีท
พื้นฐานทีไ่ด้กลา่วถงึอกี เชน่ สัจพจน์อันดับ ซึง่เปน็การกลา่วถงึจำนวนทีม่ากกวา่หรอืน้อยกวา่บนเซต
ของจำนวนจรงิ คณุสมบัตขิองคา่สัมบรูณ์ เปน็ต้น แตอ่กีส ิง่ท ีส่ำคัญทีไ่ด้กลา่วถงึไว้ในบทนี้กค็อื ความ
บรบิรูณ์ ตลอดจนถงึการแนะนำอนิฟมัิม ซพูรมัีม และสมบัติท ีเ่ก ีย่วข้อง รวมถงึการพสิจูน์ความจรงิ
ที่ถกูใช้กันมาอยา่งยาวนาน เชน่ การพสิจูน์วา่เซตของจำนวนนับไมม่ ีขอบเขตบน และการพสิจูน์วา่
ระหวา่งจำนวนจรงิสองจำนวนสามารถหาจำนวนตรรกยะระหวา่งสองจำนวนน้ันได้เสมอในทฤษฎบีท
1.3.7 เปน็ต้น ดังน้ันเม ือ่ได้ศกึษาจบบทนี้แล้วผ ู้อา่นจะได้รับความร ู้และคณุสมบัตพิ ื้นฐานบนจำนวนจรงิ
และนำไปใช้เปน็เคร ือ่งมอืสำหรับการพสิจูนใ์นบทตอ่ๆ ไปของเลม่นี้
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แบบฝกึหัดท้ายบท
1. จงพสิจูน์ ทฤษฎบีท 1.1.4

2. จงพสิจูน์ ทฤษฎบีท 1.3.4 ข้อ (3) และ (4)

3. จงพสิจูนว์า่ ถ้า x, y ̸= 0 แล้ว (xy)−1 = y−1x−1

4. จงพสิจูนว์า่ (−1)(−1) = 1

5. จงพสิจูนว์า่ xy = 0 กต็อ่เม ือ่ x = 0 หรอื y = 0

6. จงพสิจูนว์า่ ถ้า x ≥ 0 และ x ≤ ϵ สำหรับทกุๆ ϵ > 0 แล้ว x = 0

7. กำหนดให้ A และ B เปน็เซตยอ่ยทีไ่มเ่ปน็เซตวา่งของเซตของจำนวนจรงิ R และให้ C =

{x + y|x ∈ A และ y ∈ B} และถ้า A และ B เปน็เซตทีม่ขีอบเขตลา่ง แล้ว C จะเปน็เซต
ทีม่ขีอบเขตลา่ง และจะได้วา่

infC = infA+ infB



บทที่ 2
ทอพอโลยบีนเส้นจำนวน

ในบทนี้ จะศกึษาทอพอโลยีบนจำนวนจรงิ โดยเร ิม่จากการแนะนำบทนยิามของเซตยา่น
ใกล้เคยีง (neighborhood) เซตเปดิ (open set) เซตปดิ (closed set) จดุภายนอก (exterior) จดุ
ภายใน (interior) จดุลมิติ (limit point) และสว่นปดิคลมุ (closure) บนจำนวนจรงิ จากน้ันจงึได้พสิจูน์
ทฤษฎบีททีเ่ก ีย่วข้องกับเซตยา่นใกล้เคยีง เซตเปดิ เซตปดิ จดุภายนอก จดุภายใน จดุลมิติและสว่นปดิ
คลมุ โดยได้ให้บทนยิามของจดุลมิติ (จดุสะสมหรอืจดุเกาะกล ุม่) ของเซตทีเ่ปน็เซตยอ่ยของจำนวนจรงิ
และในสว่นนี้ทำให้ได้รับทฤษฎบีททีส่ำคัญอกีหนึง่ทฤษฎบีท นัน่คอื ทฤษฎบีท 2.2.2 ทีไ่ด้กลา่ววา่ "เซต
ปดิจะต้องมจีดุลมิติท้ังหมดอย ูใ่นเซตน้ันนัน่เอง" ซึง่ทฤษฎบีทนี้จะนำไปใช้เปน็เคร ือ่งมอืในการพจิารณา
ความเปน็เซตปดิได้โดยทีพ่จิารณาวา่จดุลมิติของเซตน้ันอย ูใ่นเซตทีพ่จิารณาท้ังหมดหรอืไมนั่น่เอง ตอ่
จากน้ันจงึได้แนะนำบทนยิามของเซตกระชับ (compact set) โดยเซตกระชับเปน็เคร ือ่งมอืหนึง่ท ีส่ำคัญ
โดยเฉพาะทางการการวเิคราะห์เชงิคณติศาสตร์ เพราะในทฤษฎบีททีม่ชี ือ่เสยีงหลายทฤษฎไีด้มกีารให้
สมมตฐิานของความเปน็เซตกระชับเพือ่นำคณุสมบัตแิละเคร ือ่งมอืจากความเปน็เซตกระชับไปใช้ในการ
พสิจูน์ ยกตัวอยา่งเชน่ นำเซตกระชับไปใช้เปน็สมมตฐิานเพือ่พจิารณาคา่สดุขดีในบทที่ 5 ในทฤษฎบีท
5.1.5 และอกีท้ังยังนำไปใช้ในทางด้านจดุตรงึ (fixed point) (ซึง่เร ือ่งของจดุตรงึจะกลา่วรายละเอยีดใน
บทที่ 5 อกีคร้ัง) โดย Schauder's fixed point therem [22] ได้กลา่ววา่ "สำหรับ X ทีเ่ปน็เซตยอ่ย
บนปรภิมูบิานาค เปน็เซตกระชับ คอนเวกซ์และไมเ่ปน็เซตวา่ง โดยที่ การสง่ T : X → X เปน็การ
สง่ตอ่เน ือ่ง แล้ว T จะมจีดุตรงึเพยีงจดุเดยีว" เปน็ต้น โดยในหัวข้อเซตกระชับนี้ ได้กลา่วถงึทฤษฎบีทที่
สำคัญอกีทฤษฎบีทหนึง่ของเซตกระชับด้วย นัน่คอื ทฤษฎบีทไฮเน-โบเรล โดยเปน็การแสดงการพสิจูน์
วา่ "เซตกระชับบนจำนวนจรงิเปน็เซตปดิทีม่ขีอบเขต" โดยแนวคดิและความสำคัญของทฤษฎบีทนี้ คอื
หากต้องการจะพจิารณาความเปน็เซตกระชับ สามารถทีจ่ะพจิารณาเซตดังกลา่ววา่เปน็เซตปดิและเปน็
เซตทีม่ขีอบเขต กท็ำให้เพยีงพอทีจ่ะบอกได้วา่เซตน้ันเปน็เซตกระชับแล้ว สดุท้ายของบทนี้ ยังได้แนะนำ
ปรภิมูอิงิระยะทาง ซึง่เปน็ปรภิมูทิ ีใ่หญก่วา่ปรภิมูยิคูลดิ (Rn) โดยมปีรภิมูยิคูลดิเปน็เซตยอ่ยนัน่เอง ใน
ทีน่ ี้ ได้ยกตัวอยา่งเพือ่ประกอบความเข้าใจการพจิารณาปรภิมูอิงิระยะทาง อกีท้ังยังได้กลา่วถงึเซตเปดิ
และเซตปดิบนปรภิมูอิงิระยะทางด้วย เพือ่ให้ผ ู้เรยีนได้เหน็ถงึความแตกตา่งของการนยิามเซตเปดิและ
เซตปดิบนเซตจำนวนจรงิและบนปรภิมูอิงิระยะทาง และให้ผ ู้เรยีนได้เหน็ถงึแนวทางในการศกึษาบนปริ
ภมูอิ ืน่ๆ ตอ่ไป

2.1 เซตเปดิและเซตปดิ
กอ่นทีจ่ะให้บทนยิามของเซตเปดิและเซตปดิ ผ ู้อา่นจะต้องร ู้จักเซตยา่นใกล้เคยีง (neighborhood

set) กอ่น ดังน้ันตอ่ไปนี้จะกลา่วถงึบทนยิามของยา่นใกล้เคยีง
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บทนยิาม 2.1.1 กำหนดให้ x ∈ R และจำนวนจรงิ ϵ > 0 แล้ว ย่านใกล้เคียง (neighborhood) ของ
x คอื เซตทีอ่ย ูใ่นรปู

N(x, ϵ) = {y ∈ R : |x− y| < ϵ}

จะเรยีก x วา่ จดุศนูย์กลางของย่านใกล้เคียง (center of neighborhood) และ ϵ จะถกูเรยีกวา่ รัศมี
ของย่านใกล้เคียง (radius of neighborhood) ของ x นัน่เอง ดังรปู 2.1

รปูที่ 2.1: ยา่นใกล้เคยีงของ x

และจะเรยีกเซต

N∗(x, ϵ) = {y ∈ R : 0 < |x− y| < ϵ} = N(x, ϵ)\{x}

วา่ ย่านใกล้เคียงลบออก (deleted neighborhood) ของ x ดังรปู 2.2

รปูที่ 2.2: ยา่นใกล้เคยีงลบออกของ x

เม ือ่ได้ทราบถงึบทนยิามของยา่นใกล้เคยีงแล้ว ตอ่ไปจะให้บทนยิามของเซตเปดิและเซตปดิ
ดังตอ่ไปนี้

บทนยิาม 2.1.2 กำหนดให้ S ⊆ R จะเรยีก S วา่ เซตเปดิ (open set) กต็อ่เม ือ่ สำหรับทกุๆ x ∈ S

จะมจีำนวนจรงิ ϵ > 0 ซึง่ทำให้
N(x, ϵ) ⊆ S

ดังรปู 2.3 และ S จะถกูเรยีกวา่ เซตปดิ (closed set) กต็อ่เม ือ่ R\S เปน็เซตเปดิ

รปูที่ 2.3: เซตเปดิ

ตอ่ไปนี้เปน็ตัวอยา่งของเซตเปดิและเซตปดิบนเซตของจำนวนจรงิ

ตัวอยา่ง 2.1.1 จงพจิารณาเซตตอ่ไปนี้วา่เปน็เซตเปดิหรอืเซตปดิ สำหรับทกุๆ a, b ∈ R ซึง่ a < b จะ
ได้วา่
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(1) ชว่งบนจำนวนจรงิตอ่ไปนี้ (a, b), (−∞, a) และ (b,∞) เปน็เซตเปดิ ยกตัวอยา่งเชน่ (a, b)

เปน็เซตเปดิ เพราะ ถ้าให้ x ∈ (a, b) แล้วจะสามารถหา ϵ > 0 ซึง่ทำให้ N(x, ϵ) ⊆ (a, b) โดย
เลอืก ϵ < min{|x− a|, |x− b|} นัน่เอง

(2) ชว่งบนจำนวนจรงิตอ่ไปนี้ [a, b], (−∞, a] และ [b,∞) เปน็เซตปดิ

(3) ชว่งบนจำนวนจรงิตอ่ไปนี้ (a, b] และ [a, b) ไมเ่ปน็ท้ังเซตปดิและเซตเปดิ

ทฤษฎบีทถัดไปจะเปน็ทฤษฎบีททีพ่สิจูนใ์ห้เหน็วา่ยา่นใกล้เคยีงเปน็เซตเปดิ

ทฤษฎบีท 2.1.1 กำหนดให้ x ∈ R และสำหรับจำนวนจรงิ ϵ > 0 จะได้วา่ N(x, ϵ) เปน็เซตเปดิ

การพิสจูน์ กำหนดให้ x ∈ R และ ϵ > 0 ต้องการแสดงวา่ N(x, ϵ) เปน็เซตเปดิ จะแสดงการพสิจูน์
ตามบทนยิาม 2.1.2 สมมตใิห้ y ∈ N(x, ϵ) โดยบทนยิาม 2.1.1 จะได้วา่

|x− y| < ϵ

กำหนดให้ ϵ′ = ϵ− |x− y| จะได้วา่ ϵ′ > 0 ดังน้ัน จงึเหลอืเพยีงแสดงให้ได้วา่ N(y, ϵ′) ⊆ N(x, ϵ)

สมมตใิห้ z ∈ N(y, ϵ′) จะแสดงวา่ z ∈ N(x, ϵ) เน ือ่งจาก z ∈ N(y, ϵ′) โดยบทนยิาม 2.1.1 จะได้
วา่

|y − z| < ϵ′

ดังน้ัน โดยทฤษฎบีท 1.2.2 ข้อ 4 และจาก ϵ′ = ϵ− |x− y| ทำให้ได้วา่

|x− z| ≤ |x− y|+ |y − z|
< |x− y|+ ϵ′

= |x− y|+ (ϵ− |x− y|)
= ϵ

ดังน้ัน z ∈ N(x, ϵ) จงึได้วา่ N(y, ϵ′) ⊆ N(x, ϵ) โดยบทนยิาม 2.1.2 จงึสรปุได้วา่ N(x, ϵ) เปน็เซต
เปดิ

ในทฤษฎบีทถัดไปนี้ จะแสดงการพสิจูนข์องคณุสมบัตพิ ื้นฐานของเซตเปดิบนเซตของจำนวน-
จรงิ

ทฤษฎบีท 2.1.2 สำหรับ R ซึง่เปน็เซตของจำนวนจรงิ แล้วข้อความตอ่ไปนี้เปน็จรงิ

(1) R และ ∅ เปน็เซตเปดิ

(2) ยเูนยีนของเซตเปดิใดๆ เปน็เซตเปดิ

(3) อนิเตอรเ์ซกชันของเซตเปดิจำกัดเซตเปน็เซตเปดิ

การพิสจูน์ กำหนดให้ R เปน็เซตของจำนวนจรงิ
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(1) จะแสดงวา่ ∅ เปน็เซตเปดิ โดยบทนยิามของเซตเปดิ จะต้องแสดงวา่ "สำหรับทกุๆ x ∈ ∅ จะมี
ϵ > 0 ซึง่ทำให้ N(x, ϵ) ⊆ ∅ " ซึง่ประโยคข้างต้นเปน็การเช ือ่มด้วยตัวเช ือ่ม ถ้า...แล้ว... โดย
หลักการหาคา่ความจรงิของตรรกศาสตร์ จะเหน็วา่ ถ้าข้อความหลังถ้า... เปน็เทจ็แล้ว ประพจน์
น ี้มคีา่ความจรงิเปน็จรงิเสมอ ดังน้ัน จากประพจนข้์างต้น สำหรับทกุๆ x ∈ ∅ เปน็เทจ็ จงึทำให้
ประพจนน์ ี้ เปน็จรงิเสมอ จงึทำให้ได้วา่ ∅ เปน็เซตเปดิ

ตอ่ไปจะแสดงวา่ R เปน็เซตเปดิ โดยบทนยิามของเซตเปดิเชน่เดยีวกัน จะต้องแสดงวา่
"สำหรับทกุๆ x ∈ R จะมี ϵ > 0 ซึง่ทำให้N(x, ϵ) ⊆ R" จะเหน็วา่ข้อความนี้เปน็จรงิ เน ือ่งจาก
เอกภพสัมพัทธ์ท ีก่ลา่วถงึในทีน่ ี้ คอื R ดังน้ัน ทกุๆ x ∈ R และ N(x, ϵ) ⊆ R เสมอ โดยบท
นยิามของเซตเปดิ ทำให้ได้วา่ R เปน็เซตเปดิ

(2) กำหนดให้ Ai เปน็เซตเปดิใน R สำหรับทกุๆ i ∈ I เม ือ่ I เปน็เซตดัชนี
จะแสดงวา่ ⋃i∈I Ai เปน็เซตเปดิ
กำหนดให้ x ∈

⋃
i∈I Ai จะได้วา่ จะมี k ∈ I ซึง่ x ∈ Ak และเนือ่งจาก Ak เปน็เซตเปดิ โดย

บทนยิามของเซตเปดิ จะได้วา่ จะมี ϵ > 0 ทีท่ำให้ N(x, ϵ) ⊆ Ak ดังน้ัน

N(x, ϵ) ⊆ Ak ⊆
⋃
i∈I

Ai

โดยบทนยิามของเซตเปดิ ทำให้สรปุได้วา่ ⋃i∈I Ai เปน็เซตเปดิ

(3) กำหนดให้ B1, B2, . . . , Bn เปน็เซตเปดิใน R จะแสดงวา่ ⋂n
i=1 Bi เปน็เซตเปดิ

ให้ x ∈
⋂n

i=1 Bi จะได้วา่ x ∈ Bi สำหรับทกุๆ i = 1, 2, 3, ..., n เน ือ่งจาก B1, B2, ..., Bn

เปน็เซตเปดิ จะได้วา่ จะมี ϵi > 0 ซึง่ทำให้

N(x, ϵi) ⊆ Bi

สำหรับทกุๆ i = 1, 2, 3, ..., n เลอืก ϵ = min{ϵ1, ϵ2, . . . , ϵn} ทำให้ได้วา่ ϵ ≤ ϵi สำหรับทกุๆ
i = 1, 2, 3, ..., n ดังน้ัน

N(x, ϵ) ⊆ N(x, ϵi) ⊆ Bi

สำหรับทกุๆ i = 1, 2, 3, ..., n ทำให้ได้วา่

N(x, ϵ) ⊆
n⋂

i=1

Bi

โดยบทนยิามของเซตเปดิ จะได้วา่ ⋂n
i=1 Bi เปน็เซตเปดิ

2.2 จดุภายใน จดุภายนอกและจดุลมิติ
ในหัวข้อนี้ จะแนะนำจดุภายในและจดุภายนอกรวมท้ังจดุลมิติของเซตของจำนวนจรงิ รวม

ถงึทฤษฎบีททีน่า่สนใจเก ีย่วกับจดุภายนอก จดุภายในและจดุลมิติ โดยเร ิม่จากนยิามดังตอ่ไปนี้
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บทนยิาม 2.2.1 กำหนดให้ A ⊆ R ถ้ามยีา่นใกล้เคยีงทีจ่ดุศนูยก์ลางอย ูท่ ี่ x ซึง่เปน็เซตยอ่ยของ A

แล้วจดุ x ∈ R จะถกูเรยีกวา่ จดุภายใน (interior point) ของ A ถ้ามยีา่นใกล้เคยีงทีจ่ดุศนูยก์ลางอย ู่
ท ี่ y ซึง่เปน็เซตยอ่ยของ R\A แล้ว y จะถกูเรยีกวา่ จดุภายนอก (exterior point) ของ A และถ้าทกุๆ
ยา่นใกล้เคยีงทีจ่ดุศนูยก์ลางที่ z บรรจอุยา่งน้อยจดุหนึง่ของ A และอยา่งน้อยจดุหนึง่ของ R\A แล้ว
z คอื จดุขอบ (boundary point) ของ A

เซตของจดุภายในของ A จะถกูเรยีกวา่ ภายใน (interior) ของเซต A เขยีนแทนด้วย intA

หรอื A0 เซตของจดุภายนอกของ A จะถกูเรยีกวา่ ภายนอก (exterior) ของเซต A เขยีนแทนด้วย
extA และเซตของจดุขอบของ A จะถกูเรยีกวา่ ขอบ (boundary) ของเซต A เขยีนแทนด้วย ∂A

จากการนยิามจดุภายนอก จดุภายในและจดุขอบข้างต้น ทำให้ได้รับทฤษฎบีทดังตอ่ไปนี้

ทฤษฎบีท 2.2.1 กำหนดให้ A ⊆ R แล้วข้อความตอ่ไปนี้เปน็จรงิ
(1) R = intA ∪ ∂A ∪ extA

(2) extA = int(R\A), intA = ext(R\A)

(3) intA ⊆ A, extA ⊆ R\A

โดยที่ intA, ∂A, extA เปน็เซตทีไ่มม่สีว่นรว่มกัน (disjoint set)
การพิสจูน์ การพสิจูนไ์ด้รับโดยตรงจากบทนยิาม 2.2.1

ตอ่ไปจะกลา่วถงึจดุลมิติบนเซตจำนวนจรงิ ซึง่มบีทนยิามดังตอ่ไปนี้

บทนยิาม 2.2.2 กำหนดให้ S ⊆ R และเรยีกจดุ x0 ในเซตของจำนวนจรงิ วา่จดุสะสม (accumulation
point) หรอืจดุลิมิต (limit point) หรอืจดุเกาะกล ุ่ม (cluster point) ของ S กต็อ่เม ือ่ สำหรับทกุๆ จำ-
นวนจรงิ ϵ > 0 จะมี s ∈ S ทีท่ำให้

0 < |s− x0| < ϵ

หรอือาจกลา่วได้วา่ สำหรับทกุๆ จำนวนจรงิ ϵ > 0 จะมี s ∈ S ทีท่ำให้ s ∈ N∗(x0, ϵ) หรอืจะกลา่ว
ได้อกีวา่ สำหรับทกุๆ ϵ > 0 ซึง่ทำให้ N∗(x0, ϵ) ∩ S ̸= ∅

ตอ่ไปเปน็การพจิารณาจดุลมิติ (จดุสะสม) ของเซตทีก่ำหนดให้ โดยใช้บทนยิาม 2.2.2 แสดง
ดังตอ่ไปนี้

ตัวอยา่ง 2.2.1 กำหนดให้ S = { 1
n
|n ∈ N} จงแสดงวา่ 0 เปน็จดุสะสมของ S

วิธีทำ สำหรับทกุๆ จำนวนจรงิ ϵ > 0 โดยสมบัตขิองอาร์คมีเีดยีน ข้อ (4) จะมี n ∈ N ซึง่ทำให้
0 < 1

n
< ϵ เน ือ่งจาก 1

n
∈ S และ

0 <

∣∣∣∣ 1n − 0

∣∣∣∣ < ϵ

ดังน้ัน โดยบทนยิาม 2.2.2 จะได้วา่ 0 เปน็จดุสะสมของ S
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ตอ่ไปจะกลา่วถงึทฤษฎบีททีส่ำคัญอกีอันหนึง่ของจดุลมิติ โดยใช้การพจิารณาจดุลมิติมาชว่ย
ในการพจิารณาความเปน็เซตปดิ ดังทฤษฎบีทตอ่ไปนี้

ทฤษฎบีท 2.2.2 กำหนดให้ S ⊆ R จะได้วา่ S เปน็เซตปดิ กต็อ่เม ือ่ S บรรจจุดุท ีเ่ปน็จดุลมิติของ S
ท้ังหมด

การพิสจูน์ (⇒) กำหนดให้ S เปน็เซตปดิ และ x เปน็จดุลมิติของ S จะแสดงวา่ x ∈ S จะพสิจูน์
โดยการหาข้อขัดแย้ง สมมตใิห้ x /∈ S จะได้วา่ x ∈ R\S เน ือ่งจาก S เปน็เซตปดิ จะได้วา่ R\S เปน็
เซตเปดิ ดังน้ัน จะมี ϵ > 0 ซึง่

N(x, ϵ) ⊆ R\S

ทำให้ได้วา่
N(x, ϵ) ∩ S = ∅

แตเ่น ือ่งจาก x /∈ S จะได้วา่
N∗(x, ϵ) ∩ S = ∅

จงึเกดิข้อขัดแย้งกับบทนยิามของ x เปน็จดุลมิติของ S ดังน้ัน x ∈ S

(⇐) กำหนดให้ S บรรจจุดุลมิติของ S ท้ังหมด จะแสดงวา่ S เปน็เซตปดิ นัน่คอื จะแสดงวา่ R\S
เปน็เซตเปดิ สมมตใิห้ x ∈ R\S หมายความวา่ x /∈ S ทำให้ได้วา่ x ไมเ่ปน็จดุลมิติของ S ทำให้ได้วา่
จะมี ϵ > 0 ซึง่ทำให้

N(x, ϵ) ∩ S = ∅

ดังน้ัน
N(x, ϵ) ⊆ R\S

จากบทนยิามของเซตเปดิ ทำให้ได้วา่ R\S เปน็เซตเปดิ นัน่คอื S เปน็เซตปดิ

สดุท้ายของหัวข้อนี้ จะกลา่วถงึสว่นปดิคลมุของเซตบนจำนวนจรงิซึง่มบีทนยิามดังตอ่ไปนี้

บทนยิาม 2.2.3 กำหนดให้ A ⊆ R แล้ว ส่วนปดิคลมุ (closure) ของเซต A คอื การยเูนยีนของเซต
A และเซตของจดุลมิติของ A ซึง่จะถกูเขยีนแทนด้วย Ā

โดยมทีฤษฎบีททีเ่ก ีย่วข้องกับสว่นปดิคลมุดังตอ่ไปนี้

ทฤษฎบีท 2.2.3 กำหนดให้ A ⊆ R ข้อความตอ่ไปนี้เปน็จรงิ

(1) จดุลมิติของ A ไมจ่ำเปน็ต้องเปน็สมาชกิในเซต A

(2) A ⊆ Ā

(3) Ā = R\extA

(4) Ā = intA ∪ ∂A

(5) Ā = A ∪ ∂A
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การพิสจูน์ กำหนดให้ A ⊆ R

(1) จะแสดงวา่ จดุลมิติของ A ไมจ่ำเปน็ต้องเปน็สมาชกิในเซต A

จากบทนยิามของจดุลมิติ เน ือ่งจากถ้า x0 เปน็จดุลมิติของ A แล้วจะได้วา่สำหรับทกุๆ จำนวน-
จรงิ ϵ > 0 แล้ว N∗(x0, ϵ) ∩ A ̸= ∅ นัน่คอื x0 ไมจ่ำเปน็ต้องเปน็สมาชกิในเซต A

(2) จะแสดงวา่ A ⊆ Ā

กำหนดให้ y ∈ A จะแสดงวา่ y ∈ Ā เน ือ่งจาก y ∈ A โดยบทนยิามของ Ā จะได้วา่ y ∈ Ā

(3) จะแสดงวา่ Ā ⊆ R\extA จากทฤษฎบีท 2.2.1 ข้อ (1) จะได้วา่

R\extA = intA ∪ ∂A

สมมตใิห้ x ∈ Ā จะต้องแสดงให้ได้วา่ x ∈ R\extA จะพสิจูน์โดยการหาข้อขัดแย้ง สมมตใิห้
x ∈ extA โดยบทนยิามของเซตภายนอกจะได้วา่ จะมบีางบอลเปดิทีจ่ดุศนูยก์ลางอย ูท่ ี่ x อยูใ่น
R\A ซึง่เกดิข้อขัดแย้งกับบทนยิามของ Ā ทีก่ลา่ววา่สำหรับทกุๆ ϵ > 0 แล้ว N∗(x, ϵ) ต้อง
บรรจสุมาชกิของ A อยา่งน้อยหนึง่ตัว ดังน้ัน จงึทำให้ได้วา่

x ∈ R\extA

แล้วทำให้ได้วา่
Ā ⊆ R\extA

ตอ่ไปจะแสดงวา่ R\extA ⊆ Ā สมมตใิห้ y ∈ R\extA จะแสดงวา่ y ∈ Ā นัน่คอื y ∈ A

หรอื y เปน็จดุลมิติของ A จาก y ∈ R\extA จะได้วา่

y ∈ intA ∪ ∂A

ถ้า y ∈ intA แล้ว
y ∈ A ⊆ Ā

และถ้า y ∈ ∂A แล้วทกุบอลเปดิทีจ่ดุศนูยก์ลางที่ y จะบรรจสุมาชกิใน A อยา่งน้อยหนึง่ตัว
และสมาชกิใน R\A อยา่งน้อยหนึง่ตัว จงึทำให้ได้วา่ N∗(y, ϵ) ∩ A ̸= ∅ สำหรับทกุๆ ϵ > 0

ดังน้ัน
y ∈ ∂A ⊆ Ā

ดังน้ันจงึสรปุได้วา่
R\extA ⊆ Ā

ทำให้ได้วา่
Ā = R\extA

(4) จะแสดงวา่ Ā = intA ∪ ∂A ซึง่ได้รับโดยตรงจากทฤษฎบีท 2.2.1 ข้อ (1) และข้อ (3) ของ
ทฤษฎบีทนี้
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(5) จะแสดงวา่ Ā = A ∪ ∂A จากข้อ (4) ทราบวา่

Ā = intA ∪ ∂A

ดังน้ันในข้อนี้จงึจะแสดงวา่ intA ∪ ∂A = A ∪ ∂A จะเหน็ได้ชัดเจนวา่

intA ∪ ∂A ⊆ A ∪ ∂A

ดังน้ันจงึเหลอืเพยีงแสดงวา่ A ∪ ∂A ⊆ intA ∪ ∂A กำหนดให้ z ∈ A ∪ ∂A จะเหน็วา่ ถ้า
z ∈ ∂A แล้ว

z ∈ intA ∪ ∂A

และถ้า z ∈ A แล้วโดยบทนยิามของจดุภายนอกจะได้วา่

z /∈ extA

และจากทฤษฎบีท 2.2.1 ข้อ (1) ทำให้ได้วา่

z ∈ intA ∪ ∂A

จงึสรปุได้วา่
A ∪ ∂A ⊆ intA ∪ ∂A

ดังน้ัน
Ā = A ∪ ∂A

2.3 เซตกระชับ
ในหัวข้อนี้จะกลา่วถงึความกระชับของเซตบนจำนวนจรงิ โดยจะเร ิม่ต้นจากการให้บทนยิาม

ของเซตกระชับดังตอ่ไปนี้

บทนยิาม 2.3.1 กำหนดให้ S ⊆ R และ {Gi|i ∈ I} เปน็กล ุม่ (collection) ของเซตเปดิ จะกลา่ว
วา่ {Gi|i ∈ I} เปน็ชดุปกคลมุเปดิ (open cover) ของ S กต็อ่เม ือ่

S ⊆
⋃
i∈I

Gi

และจะเรยีกกล ุม่ยอ่ย (sub collection) {Gi1 , Gi2 , . . . , Gin} ของกล ุม่ {Gi|i ∈ I} วา่เปน็ชดุปก-
คลมุย่อยจำกัด (finite subcover) ของ {Gi|i ∈ I} กต็อ่เม ือ่

S ⊆
n⋃

j=1

Gij

แล้วจะเรยีก S วา่เปน็เซตกระชับ (compact set) กต็อ่เม ือ่ ทกุๆ ชดุปกคลมุเปดิของ S มชีดุปกคลมุ
ยอ่ยจำกัด
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ตอ่ไปจะเปน็ตัวอยา่งของเซตกระชับ โดยจะพจิารณาตามบทนยิาม 2.3.1
ตัวอยา่ง 2.3.1 ตอ่ไปเปน็ตัวอยา่งของเซตทีเ่ปน็เซตกระชับและไมเ่ปน็เซตกระชับบนจำนวนจรงิ
(1) เซตของจำนวนจรงิไมเ่ปน็เซตกระชับ เนือ่งจาก {(−n, n)|n ∈ N} เปน็ชดุปกคลมุเปดิของ R

ซึง่ไมม่ชีดุปกคลมุยอ่ยจำกัด

(2) ชว่งกึง่ปดิกึง่เปดิ [0, 1) ไมเ่ปน็เซตกระชับ เพราะวา่ม ี {(−1, 1 − 1
n
)|n ∈ N} เปน็ชดุปกคลมุ

เปดิของ [0, 1) ทีไ่มม่ชีดุปกคลมุยอ่ยจำกัด

(3) ชว่งปดิ [a, b] เปน็เซตกระชับ เนือ่งจากเมือ่พจิารณาชดุปกคลมุเปดิใดๆ แล้วจะสามารถหาชดุ
ปกคลมุยอ่ยจำกัดได้เสมอ ยกตัวอยา่งเชน่ {(−n, n)|n ∈ N} เปน็ชดุปกคลมุเปดิของ [a, b]

แล้ว [a, b] ⊆
⋃m

x=1(−x, x) เม ือ่ m = max{|a|, |b|}

บทต้ังตอ่ไปนี้ เปน็การแสดงวา่สำหรับเซตปดิทีม่ขีอบเขตจะมคีา่สงูสดุและคา่ตำ่สดุของเซต
แนน่อน มบีทพสิจูนดั์งตอ่ไปนี้

บทต้ัง 2.3.1 ถ้า S เปน็เซตยอ่ยปดิทีม่ขีอบเขตและไมเ่ปน็เซตวา่งของเซตจำนวนจรงิแล้ว S จะมคีา่
สงูสดุและคา่ตำ่สดุ
การพิสจูน์ กำหนดให้ ∅ ̸= S ⊆ R และ S เปน็เซตปดิทีม่ขีอบเขต จะแสดงวา่ S มคีา่สงูสดุและตำ่
สดุ เน ือ่งจาก S มขีอบเขตโดยสัจพจนค์วามบรบิรูณ์ และทฤษฎบีท 1.3.1 จะได้วา่ จะมจีำนวนจรงิ m
และ m′ ซึง่ทำให้

m = supS และ m′ = infS

จงึจะแสดงวา่ m คอื maxS และ m′ คอื minS นัน่คอื จะต้องแสดงวา่ m ∈ S และ m′ ∈ S จะ
พสิจูน์โดยการหาข้อขัดแย้ง สมมตใิห้ m /∈ S โดยทฤษฎบีท 1.3.2 จะได้วา่ สำหรับทกุๆ ϵ > 0 จะมี
x ∈ S ซึง่ทำให้

m− ϵ < x < m

และจาก m < m+ ϵ ทำให้ได้วา่ x ∈ N(m, ϵ) เน ือ่งจาก x ∈ S ดังน้ัน
N(m, ϵ) ∩ S ̸= ∅

แตเ่น ือ่งจาก S เปน็เซตปดิ จะได้วา่ R\S เปน็เซตเปดิ ทำให้ได้วา่ จะมี ϵ1 > 0 ซึง่ทำให้
N(m, ϵ1) ⊆ R\S

ดังน้ัน N(m, ϵ1) ∩ S = ∅ จงึเกดิข้อขัดแย้งกับทีว่า่ N(m, ϵ) ∩ S ̸= ∅ สำหรับทกุๆ ϵ > 0 จงึจะได้
วา่ m ∈ S จงึทำให้ได้วา่ m เปน็คา่สงูสดุใน S

ในทำนองเดยีวกัน จะได้วา่ m′ ∈ S และ m′ คอื คา่ตำ่สดุใน S (แบบฝกึหัด)

จากบทต้ังข้างต้น ได้มกีารกลา่วถงึเซตปดิทีม่ขีอบเขต ดังน้ันในทฤษฎบีทตอ่ไป จะแสดงให้
เหน็วา่เซตปดิทีม่ขีอบเขตกค็อืเซตกระชับนัน่เอง ซึง่เปน็ทฤษฎบีทหนึง่ท ีส่ำคัญบนเซตกระชับ เพราะตอ่
ไปในการพจิารณาเซตกระชับน้ัน สามารถทีพ่จิารณาเพยีงแคว่า่เซตน้ันเปน็เซตปดิและมขีอบเขตกเ็พยีง
พอ โดยมกีารพสิจูนดั์งตอ่ไปนี้
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ทฤษฎบีท 2.3.1 [ทฤษฎบีทไฮเน-โบเรล (Heine - Borel theorem)] กำหนดให้ S เปน็เซตยอ่ยของ
เซตของจำนวนจรงิ จะได้วา่ S เปน็เซตกระชับ กต็อ่เม ือ่ S เปน็เซตปดิทีม่ขีอบเขต

การพิสจูน์ (⇒) กำหนดให้ S เปน็เซตกระชับ และ In = (n,−n) สำหรับแตล่ะ n ∈ N จะได้วา่ In
เปน็เซตเปดิ ทกุๆ n ∈ N และ S ⊆

⋃∞
n=1 In จงึทำให้ได้วา่ {In|n ∈ N} เปน็ชดุปกคลมุเปดิของ S

แตเ่น ือ่งจาก S เปน็เซตกระชับ จะได้วา่ จะมจีำนวนนับ n1, n2, . . . , nk ทีท่ำให้

S ⊆ In1 ∪ In2 ∪ . . . Ink

=
k⋃

j=1

Inj

กำหนดให้ m = max{n1, n2, . . . , nk} จะได้วา่

|x| ≤ m

สำหรับทกุๆ x ∈ S ดังน้ัน S เปน็เซตทีม่ขีอบเขต
ตอ่ไปจะแสดงวา่ S เปน็เซตปดิ นัน่คอื จะแสดงวา่ R\S เปน็เซตเปดิ

ให้ y ∈ R\S และสำหรับแตล่ะ n ∈ N กำหนดให้ Un =
(
−∞, y − 1

n

)
∪
(
y + 1

n
,∞
) จะเหน็วา่

{Un|n ∈ N} เปน็ชดุปกคลมุเปดิของ S ดังน้ัน จะมจีำนวนนับ n1 < n2 < . . . < nk ซึง่

S ⊆ Un1 ∪ Un2 ∪ . . . ∪ Unk

เน ือ่งจาก สำหรับทกุๆ ni ≤ nj จะได้วา่ Uni
⊆ Unj

ดังน้ัน

S ⊆ Unk
=

(
−∞, y − 1

nk

)
∪
(
y +

1

nk

,∞
)

ทำให้ได้วา่
N

(
y,

1

nk

)
=

(
y − 1

nk

, y +
1

nk

)
⊆ R\S

ดังน้ัน R\S เปน็เซตเปดิ จงึทำให้ได้วา่ S เปน็เซตปดิ
(⇐) กำหนดให้ S เปน็เซตปดิทีม่ขีอบเขต จะแสดงวา่ S เปน็เซตกระชับ
ให้ G = {Gi|i ∈ J} เปน็ชดุปกคลมุเปดิของ S และนยิามให้ สำหรับแตล่ะ x ∈ R

Sx = S ∩ (−∞, x]

และ B = {x ∈ R|Sx ถกูปกคลมุด้วยชดุปกคลมุยอ่ยจำกัดของ G} เน ือ่งจาก S เปน็เซตปดิทีม่ ี
ขอบเขต โดยบทต้ัง 2.3.1 จะได้วา่ จะมี d ∈ S ซึง่

d = minS

จะเหน็วา่ Sd = S ∩ (−∞, d] = {d} ดังน้ัน d ∈ B ทำให้ได้วา่ B ̸= ∅
กรณทีี่ 1 ถ้า B เปน็เซตทีไ่มม่ขีอบเขตบน แล้ว จะมี p ∈ B ซึง่

supS < p
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ทำให้ได้วา่ Sp = S ∩ (−∞, p] = S แตเ่น ือ่งจาก p ∈ B ทำให้ได้วา่ Sp = S ถกูปกคลมุโดยชดุ
ปกคลมุยอ่ยจำกัดของ G ดังน้ัน S เปน็เซตกระชับ
กรณทีี่ 2 ถ้า B เปน็เซตทีม่ขีอบเขตบน โดยสัจพจน์ความบรบิรูณ์ จะได้วา่ จะมี m ∈ R ซึง่ทำให้
m = supB จะเหน็วา่ m ∈ S หรอื m /∈ S

กรณทีี่ 2.1 ถ้า m ∈ S จะได้วา่ จะมี Gk ∈ G ซึง่ m ∈ Gk เน ือ่งจาก Gk เปน็เซตเปดิ จะได้วา่ จะมี
ϵ > 0 ซึง่ทำให้ N(m, ϵ) ⊆ Gk โดยจะเหน็วา่โดยทฤษฎบีทความหนาแนน่ของจำนวนจรงิ (ทฤษฎบีท
1.3.7) จะมีm− ϵ < x1 < m และ m < x2 < m+ ϵ ทำให้ได้วา่ จะมชีว่งปดิ [x1, x2] ⊆ Gk ซึง่

x1 < m < x2

จาก x1 < m และ m = supB โดยทฤษฎบีท 1.3.2 จะมี q ∈ B ซึง่ทำให้

x1 < q ≤ m

ดังน้ันจะมีGi1 , Gi2 , . . . , Gim ⊆ G ซึง่

Sq ⊆ Gi1 ∪Gi2 ∪ . . . ∪Gim

และจาก x1 < q จะได้วา่
S ∩ (−∞, x1] ⊆ S ∩ (−∞, q]

ทำให้ได้วา่
Sx1 ⊆ Gi1 ∪Gi2 ∪ . . . ∪Gim

ดังน้ัน
Sx2 ⊆ Gi1 ∪Gi2 ∪ . . . ∪Gim ∪Gk

ทำให้ได้รับวา่ x2 ∈ B จงึเกดิข้อขัดแย้งกับที่m = supB

กรณทีี่ 2.2. ถ้า m /∈ S แล้ว m ∈ R\S จาก R\S เปน็เซตเปดิ จะมี ϵ > 0 ซึง่ทำให้

N(m, ϵ) ∩ S = ∅

ถ้า ϵ′ > 0 และ 0 < ϵ′ < ϵ แล้ว

Sm−ϵ = S ∩ (−∞,m− ϵ] = S ∩ (−∞,m+ ϵ′] = Sm+ϵ′

จะได้วา่ m + ϵ′ ∈ B จงึเกดิข้อขัดแย้ง เพราะ supB = m < m + ϵ′ ดังน้ัน เปน็ไปไมไ่ด้ท ี่ B จะ
มขีอบเขตบน โดยเหตผุลข้างต้น นัน่คอื B เปน็เซตทีไ่มม่ขีอบเขตบน โดยกรณที ี่ 1 จะได้วา่ S เปน็เซต
กระชับ

ตอ่ไปเปน็อกีหนึง่ทฤษฎบีททีม่ชี ือ่เสยีง คอื ทฤษฎบีทโบซาโน-ไวแยรส์ตราสส์ ซึง่เปน็ทฤษ-
ฎบีททีแ่สดงวา่เซตอนันต์ท ีม่ขีอบเขตจะมจีดุลมิติ โดยทฤษฎบีทนี้ จะนำทฤษฎบีทไฮเน-โบเรลไปใช้ใน
การพสิจูน์ แสดงบทพสิจูนดั์งตอ่ไปนี้

ทฤษฎบีท 2.3.2 [ทฤษฎบีทโบซาโน-ไวแยรส์ตราสส์ (Bolzano-Weierstrass Theorem)]
กำหนดให้ S ⊆ R ถ้า S เปน็เซตอนันตท์ ีม่ขีอบเขตแล้ว S จะมจีดุลมิติ
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การพิสจูน์ กำหนดให้ S เปน็เซตยอ่ยทีม่ขีอบเขตบนเซตจำนวนจรงิและ S เปน็เซตอนันต์ จะแสดงวา่
S มจีดุลมิติ จะพสิจูน์โดยการหาข้อขัดแย้ง สมมตใิห้ S ไมม่จีดุลมิติ จงึทำให้ได้วา่ S บรรจจุดุลมิติ
ท้ังหมดของมัน โดยทฤษฎบีท 2.2.2 จะได้วา่ S เปน็เซตปดิ และโดยทฤษฎบีท 2.3.1 จะได้วา่ S เปน็
เซตกระชับ เนือ่งจาก S ไมม่จีดุลมิติ ดังน้ันแตล่ะ x ∈ S โดยที่ x ไมเ่ปน็จดุลมิติใน S จะได้วา่จะมี
ϵx > 0 ซึง่ทำให้ N∗(x, ϵx) ∩ S = ∅ ดังน้ัน

N(x, ϵx) ∩ S = {x}

จะเหน็วา่ {N(x, ϵx)|x ∈ S} เปน็ชดุคลมุเปดิของ S และจาก S เปน็เซตกระชับ จะได้วา่ จะมี
x1, x2, . . . , xn ∈ S ทำให้ได้วา่

S ⊆ N(x1, ϵx1) ∪N(x2, ϵx2) ∪ . . . ∪N(xn, ϵxn)

เพราะฉะน้ัน

S = S ∩ (
n⋃

i=1

N(xi, ϵxi
))

=
n⋃

i=1

(S ∩N(xi, ϵxi
))

= {x1, x2, . . . , xn}

จงึเกดิข้อขัดแย้งกับที่ S เปน็เซตอนันต์ ดังน้ัน S จงึมจีดุลมิติ

2.4 ปรภิมูอิงิระยะทาง
เน ือ่งจากความร ู้พ ื้นฐานในทางคณติศาสตร์ ได้เร ิม่ศกึษาต้ังแตเ่ส้นจำนวนหรอืเซตของจำ-

นวนจรงิกอ่น ตอ่จากน้ันกข็ยายมาศกึษาระนาบพกัิดฉากหรอืระนาบ XY หรอื R2 แล้วจงึมาศกึษาใน
3 มติ ิ หรอื R3 จนกระทัง่ขยายไปถงึการศกึษาบน Rn นัน่คอื Rn = {x | x = (x1, x2, . . . , xn) เม ือ่
xi ∈ R ทกุๆ i = 1, 2, . . . , n} โดยเปน็ทีร่ ู้จักกันในชือ่วา่ ปริภมิูยคูลิด (Euclidian space) แตใ่นทาง
คณติศาสตร์ ปรภิมูยิคูลดิไมไ่ด้เปน็ปรภิมูทิ ีใ่หญท่ ีส่ดุ ยังคงมปีรภิมูอิกีมากมายทีไ่ด้ถกูศกึษาในทางคณติ-
ศาสตร์และใหญก่วา่ปรภิมูยิคูลดิ ในทีน่ ี้ เราจะขอยกมาเพยีงหนึง่ปรภิมูทิ ีค่รอบคลมุปรภิมูยิคูลดิ นัน่คอื
ปริภมิูอิงระยะทาง (metric space) ซึง่ปรภิมูยิคูลดิเปน็กรณเีฉพาะหนึง่ของปรภิมูอิงิระยะทางเทา่น้ัน
โดยจะมกีารให้บทนยิามของปรภิมูอิงิระยะทางไว้ในบทนยิามที่ 2.4.2 พร้อมยกตัวอยา่งประกอบ จดุม ุง่
หมายของการศกึษาในบทนี้ เพ ือ่ให้ผ ู้เรยีนได้ทราบถงึปรภิมูอิ ืน่ๆ ทีน่อกเหนอืจากปรภิมูยิคูลดิ รวมท้ัง
ทำให้ได้ทราบวา่ เม ือ่ได้พสิจูน์วา่ทฤษฎบีทเปน็จรงิบนปรภิมูอิงิระยะทาง แล้วทฤษฎบีทน้ันจะเปน็จรงิ
บนปรภิมูยิคูลดิด้วย นัน่เพราะวา่ปรภิมูยิคูลดิเปน็สว่นหนึง่ของปรภิมูอิงิระยะทางนัน่เอง และอยา่งทีไ่ด้
กลา่วไว้ในข้างต้นวา่ ปรภิมูใินทางคณติศาสตรยั์งคงมอีกีมากมาย ยกตัวอยา่งเชน่ ปรภิมูฮิลิเบริต์ ปรภิมู ิ
บานาค ปรภิมูเิชงิทอพอโลยี เปน็ต้น ซึง่ผ ู้เรยีนสามารถจะศกึษาตอ่ได้ในระดับทีส่งูขึ้น

เร ิม่แรกนี้ จะกลา่วถงึบทนยิามการหาระยะทางระหวา่งจดุ 2 จดุ บน Rn กอ่น
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บทนยิาม 2.4.1 กำหนดให้ระยะทางระหวา่งจดุ x และ y เม ือ่ x, y ∈ Rn คอื

d(x, y) = |x− y| =
√
(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 + . . .+ (xn − yn)2 (2.1)

สำหรับ x = (x1, x2, . . . , xn) และ y = (y1, y2, . . . , yn) โดยที่ x1, x2, . . . , xn, y1, y2, . . . , yn ∈
R โดยที่ d : Rn × Rn → R

ตอ่ไปจะพจิารณาคณุสมบัตขิอง d(x, y) ซึง่สอดคล้อง (2.1) ดังทฤษฎบีทตอ่ไปนี้

ทฤษฎบีท 2.4.1 สำหรับทกุๆ x, y, z ∈ Rn และ d(x, y) นยิามดัง (2.1) แล้วข้อความตอ่ไปนี้เปน็จรงิ

(1) d(x, y) ≥ 0

(2) d(x, y) = 0 กต็อ่เม ือ่ x = y

(3) d(x, y) = d(y, x)

(4) d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y)

การพิสจูน์ กำหนดให้ x, y, z ∈ Rn และ d(x, y) สอดคล้องกับ (2.1)

(1) d(x, y) ≥ 0 เปน็จรงิ ตามการนยิาม d(x, y) ใน (2.1)

(2) จะแสดงวา่ d(x, y) = 0 กต็อ่เม ือ่ x = y พจิารณา

d(x, y) = 0 ⇔
√
(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 + . . .+ (xn − yn)2 = 0

⇔ (xi − yi)
2 = 0; ∀i ∈ {1, 2, . . . , n}

⇔ xi − yi = 0; ∀i ∈ {1, 2, . . . , n}
⇔ xi = yi; ∀i ∈ {1, 2, . . . , n}
⇔ x = y

(3) จะแสดงวา่ d(x, y) = d(y, x) พจิารณา

d(x, y) = |x− y|
=

√
(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 + . . .+ (xn − yn)2

=
√

(y1 − x1)2 + (y2 − x2)2 + . . .+ (yn − xn)2

= |y − x|
= d(y, x)

(4) จะแสดงวา่ d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) โดยจะนำการหาระยะหา่งระหวา่งจดุ (อสมการ
สามเหลีย่ม) มาใช้ในการพสิจูน์ โดยเปน็ทีท่ราบกันดวีา่ใน R2 น้ันหากหาระยะหา่งระหวา่งจดุ
x = (x1, x2) และ y = (y1, y2) คอื

√
(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 และถ้ามจีดุ z = (z1, z2)

จะได้วา่√
(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 ≤

√
(x1 − z1)2 + (x2 − z2)2+

√
(z1 − y1)2 + (z2 − y2)2
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และเมือ่พจิารณาบน R3 ก็จะได้ในทำนองเดยีวกัน นัน่คอื สำหรับ x = (x1, x2, x3) และ
y = (y1, y2, y3), z = (z1, z2, z3) จะได้วา่√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 + (x3 − y3)2

≤
√

(x1 − z1)2 + (x2 − z2)2 + (x3 − z3)2 +
√

(z1 − y1)2 + (z2 − y2)2 + (z3 − y3)2

ดัง น้ันจากวธิ ีการข้างต้น จงึทำให้ได้บน Rn วา่สำหรับ x = (x1, x2, · · · , xn) และ y =

(y1, y2, · · · , yn), z = (z1, z2, · · · , zn) จะได้วา่√
(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 + · · ·+ (xn − yn)2

≤
√

(x1 − z1)2 + (x2 − z2)2 + · · ·+ (xn − zn)2

+
√

(z1 − y1)2 + (z2 − y2)2 + · · ·+ (zn − yn)2

จงึทำให้ได้วา่

d(x, y)

= |x− y|
=

√
(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 + . . .+ (xn − yn)2

≤
√

(x1 − z1)2 + (x2 − z2)2 + . . .+ (xn − zn)2

+
√

(z1 − y1)2 + (z2 − y2)2 + . . .+ (zn − yn)2

≤ |x− z|+ |z − y|
= d(x, z) + d(z, y)

หมายเหตุ จากทฤษฎบีท 2.4.1 ข้อ (3) เรยีกวา่ กฎสมมาตร (symmetrty) และข้อ 4 เรยีกวา่ กฏ
อสมการสามเหล่ียม (triangle inequality) นัน่เอง

ตอ่ไปจะกลา่วถงึปรภิมูอิงิระยะทาง โดยจะเร ิม่ต้นจากการให้บทนยิามของปรภิมูอิงิระยะทาง

บทนยิาม 2.4.2 กำหนดให้ X เปน็เซตใดๆ และ d : X × X → R เปน็ฟงักชั์นเชงิจำนวนจรงิท ีส่ง่
จากผลคณูคารท์เีซยีน X ×X แล้ว d จะถกูเรยีกวา่ ฟังก์ชันอิงระยะทาง (metric function) บน X ก็
ตอ่เม ือ่ สำหรับทกุๆ x, y, z ∈ X สอดคล้องกับข้อความตอ่ไปนี้

(m1) d(x, y) ≥ 0

(m2) d(x, y) = 0 กต็อ่เม ือ่ x = y

(m3) d(x, y) = d(y, x)

(m4) d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y)

จะเรยีกค ูอั่นดับ (X, d) วา่ ปริภมิูอิงระยะทาง (metric space) และสำหรับทกุๆ x, y ∈ X จะกลา่ว
วา่คา่ d(x, y) เปน็ระยะทางระหวา่ง x และ y ภายใต้ฟงักชั์นองิระยะทางหรอืเมตรกิ d
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หมายเหตุ จากทฤษฎบีท 2.4.1 จะเหน็วา่สำหรับเซต Rn และ d ซึง่สอดคล้องกับบทนยิาม 2.4.1 ดัง
น้ัน (Rn, d) เปน็ปรภิมูอิงิระยะทาง

ทฤษฎบีท 2.4.2 สมมตใิห้ (X, d) เปน็ปรภิมูอิงิระยะทางและ x, y, z ∈ X แล้วจะได้วา่

|d(x, z)− d(z, y)| ≤ d(x, y)

การพิสจูน์ แบบฝกึหัด

ตอ่ไปนี้จะแสดงตัวอยา่งของปรภิมูอิงิระยะทาง

ตัวอยา่ง 2.4.1 สำหรับเซตของจำนวนจรงิ R และกำหนดให้ฟงักชั์น d : R× R → R ทีน่ยิามโดย

d(x, y) = |x− y|

สำหรับทกุๆ x, y ∈ R แล้วจะได้วา่ (R, d) เปน็ปรภิมูอิงิระยะทาง

การพิสจูน์ จะแสดงวา่ฟงักชั์น d สอดคล้องกับคณุสมบัติ (m1) - (m4) ของบทนยิาม 2.4.2 กำหนดให้
x, y, z ∈ R และโดยคณุสมบัตขิองคา่สัมบรูณ์ จะได้วา่

(m1) จะแสดงวา่ d(x, y) ≥ 0 เน ือ่งจาก d(x, y) = |x− y| ทำให้ได้วา่ d(x, y) ≥ 0

(m2) จะแสดงวา่ d(x, y) = 0 กต็อ่เม ือ่ x = y จะเหน็วา่

d(x, y) = 0 ⇔ |x− y| = 0

⇔ x− y = 0

⇔ x = y

(m3) จะแสดงวา่ d(x, y) = d(y, x) พจิารณา

d(x, y) = |x− y|
= |−(y − x)|
= |y − x|
= d(y, x)

(m4) จะแสดงวา่ d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) พจิารณา

d(x, y) = |x− y|
≤ |x− z|+ |z − y|
= d(x, z) + d(z, y)

จะเหน็วา่สอดคล้อง (m1) - (m4) ดังน้ัน d เปน็ฟงักชั์นองิระยะทาง จงึสรปุได้วา่ (R, d) เปน็ปรภิมูอิงิ
ระยะทาง
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ตัวอยา่ง 2.4.2 กำหนดให้ X เปน็เซตใดๆ ทีไ่มเ่ปน็เซตวา่ง และฟงักชั์น d : X ×X → R นยิามโดย

d(x, y) =

0 เม ือ่ x = y

1 เม ือ่ x ̸= y

จงแสดงวา่ (X, d) เปน็ปรภิมูอิงิระยะทาง

การพิสจูน์ แบบฝกึหัด

ตัวอยา่ง 2.4.3 สำหรับเซต Rn = {(x1, x2, . . . , xn)|x1, x2, . . . , xn ∈ R} จงพสิจูน์วา่ d1 :

Rn × Rn → R ทีน่ยิามโดย
d1(x, y) =

n∑
i=1

|xi − yi|

สำหรับทกุๆ x = (x1, x2, . . . , xn), y = (y1, y2, . . . , yn) ∈ Rn แล้วจะได้วา่ (Rn, d1) เปน็ปรภิมู ิ
องิระยะทาง

การพิสจูน์ กำหนดให้ x = (x1, x2, . . . , xn), y = (y1, y2, . . . , yn), z = (z1, z2, . . . , zn) ∈ Rn

จะแสดงวา่สอดคล้องกับ (m1) - (m4)

(m1) จะแสดงวา่ d1(x, y) ≥ 0 เน ือ่งจาก |xi − yi| ≥ 0 สำหรับทกุๆ i = 1, 2, 3, . . . , n ทำให้ได้วา่

d1(x, y) =
n∑

i=1

|xi − yi| ≥ 0

(m2) จะแสดงวา่ d1(x, y) = 0 ก็ตอ่เม ือ่ x = y เน ือ่งจาก |xi − yi| ≥ 0 สำหรับทกุๆ i =

1, 2, 3, . . . , n ทำให้ได้วา่

d1(x, y) = 0 ⇔
n∑

i=1

|xi − yi| = 0

⇔ |xi − yi| = 0 สำหรับทกุๆ i = 1, 2, . . . , n

⇔ xi − yi = 0 สำหรับทกุๆ i = 1, 2, . . . , n

⇔ xi = yi สำหรับทกุๆ i = 1, 2, . . . , n

⇔ x = y

(m3) จะแสดงวา่ d1(x, y) = d1(y, x) เน ือ่งจาก |xi−yi| = |yi−xi| สำหรับทกุๆ i = 1, 2, 3, . . . , n

ทำให้ได้วา่

d1(x, y) =
n∑

i=1

|xi − yi|

=
n∑

i=1

|yi − xi|

= d1(y, x)
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(m4) จะแสดงวา่ d1(x, z) ≤ d1(x, y) + d1(y, z) จะเหน็วา่

d1(x, z) =
n∑

i=1

|xi − zi|

≤
n∑

i=1

(|xi − yi|+ |yi − zi|)

=
n∑

i=1

|xi − yi|+
n∑

i=1

|yi − zi|

= d1(x, y) + d1(y, z)

โดยจะเหน็วา่ d1 สอดคล้องกับ (m1) - (m4) ดังน้ัน d1 เปน็ฟงักชั์นองิระยะทาง จงึสรปุได้วา่ (Rn, d1)

เปน็ปรภิมูอิงิระยะทาง
ตัวอยา่ง 2.4.4 สำหรับเซต Rn = {(x1, x2, . . . , xn)|x1, x2, . . . , xn ∈ R} จงพสิจูน์วา่ d∞ :

Rn × Rn → R ทีน่ยิามโดย
d∞(x, y) = max

1≤i≤n
|xi − yi|

สำหรับทกุๆ x = (x1, x2, . . . , xn), y = (y1, y2, . . . , yn) ∈ Rn แล้วจะได้วา่ (Rn, d∞) เปน็ปรภิมู ิ
องิระยะทาง
การพิสจูน์ กำหนดให้ x = (x1, x2, . . . , xn), y = (y1, y2, . . . , yn), z = (z1, z2, . . . , zn) ∈ Rn

จะแสดงวา่สอดคล้อง (m1) - (m4)
(m1) จะแสดงวา่ d∞(x, y) ≥ 0 เน ือ่งจาก |xi − yi| ≥ 0 สำหรับทกุๆ i = 1, 2, 3, . . . , n ทำให้ได้

วา่
d∞(x, y) = max

1≤i≤n
|xi − yi| ≥ 0

(m2) จะแสดงวา่ d∞(x, y) = 0 กต็อ่เม ือ่ x = y เน ือ่งจาก |xi − yi| ≥ 0 สำหรับทกุๆ i =

1, 2, 3, . . . , n ทำให้ได้วา่
d∞(x, y) = 0 ⇔ max

1≤i≤n
|xi − yi| = 0

⇔ |xi − yi| = 0 สำหรับทกุๆ i = 1, 2, ..., n

⇔ xi − yi = 0 สำหรับทกุๆ i = 1, 2, ..., n

⇔ xi = yi สำหรับทกุๆ i = 1, 2, ..., n

⇔ x = y

(m3) จะแสดงวา่ d∞(x, y) = d∞(y, x) เน ือ่งจาก |xi − yi| = |yi − xi| สำหรับทกุๆ i =

1, 2, 3, . . . , n ทำให้ได้วา่
d∞(x, y) = max

1≤i≤n
|xi − yi|

= max
1≤i≤n

|yi − xi|

= d∞(y, x)
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(m4) จะแสดงวา่ d∞(x, y) ≤ d∞(x, z) + d∞(z, y) พจิารณา

|xi − yi| ≤ |xi − zi|+ |zi − yi|
≤ max

1≤i≤n
|xi − zi|+ max

1≤i≤n
|zi − yi|

≤ d∞(x, z) + d∞(z, y)

ทำให้ได้วา่ d∞(x, y) = max1≤i≤n|xi − yi| ≤ d∞(x, z) + d∞(z, y)

ซึง่จะเหน็วา่ d∞ สอดคล้องกับ (m1) - (m4) ดังน้ัน d∞ เปน็ฟงักชั์นองิระยะทาง จงึสรปุได้วา่ (Rn, d∞)

เปน็ปรภิมูอิงิระยะทาง

ตอ่ไปจะกลา่วถงึบทนยิามของเซตเปดิและเซตปดิบนปรภิมูอิงิระยะทาง โดยจะเร ิม่ต้นจาก
การให้บทนยิามของ บอลเปดิ บอลปดิ และทรงกลมบนปรภิมูอิงิระยะทางกอ่น ดังตอ่ไปนี้

บทนยิาม 2.4.3 กำหนดให้ (X, d) เปน็ปรภิมูอิงิระยะทาง และให้จดุ x0 ∈ X และจำนวนจรงิ r > 0

จะนยิามเซต 3 ชนดิตอ่ไปนี้

(1) บอลเปดิ (open ball) เขยีนแทนด้วยสัญลักษณ์ B(x0, r) โดยที่

B(x0, r) = {x ∈ X|d(x, x0) < r}

(2) บอลปดิ (closed ball) เขยีนแทนด้วยสัญลักษณ์ B(x0, r) โดยที่

B(x0, r) = {x ∈ X|d(x, x0) ≤ r}

(3) ทรงกลม (sphere) เขยีนแทนด้วยสัญลักษณ์ S(x0, r) โดยที่

S(x0, r) = {x ∈ X|d(x, x0) = r}

หมายเหตุ จะสังเกตเหน็วา่ ถ้าเรากำหนดให้ d(x, y) = |x − y| เม ือ่ x, y ∈ R แล้ว B(x, ϵ) คอื
N(x, ϵ) สำหรับทกุๆ จำนวนจรงิ ϵ > 0 นัน่เอง

ตอ่ไปจะเปน็การให้บทนยิามของเซตเปดิและเซตปดิบนปรภิมูอิงิระยะทาง

บทนยิาม 2.4.4 กำหนดให้ (X, d) เปน็ปรภิมูอิงิระยะทาง และ M เปน็เซตยอ่ยของ X บนปรภิมูอิงิ
ระยะทาง (X, d) จะกลา่ววา่ M เปน็เซตเปดิ (open set) กต็อ่เม ือ่ M บรรจบุอลเปดิของแตล่ะจดุใน
เซต M และเซตยอ่ย K บนปรภิมูอิงิระยะทาง (X, d) จะกลา่ววา่เปน็เซตปดิ (closed set) กต็อ่เม ือ่
สว่นเตมิเตม็ (complement) ของมันเปน็เซตเปดิ นัน่คอื X\K เปน็เซตเปดิ
หมายเหตุ จากบทนยิามเซตเปดิบนปรภิมูอิงิระยะทาง จะสามารถเขยีนได้วา่ สำหรับทกุๆ y ∈ M

จะมี ϵ > 0 ซึง่ทำให้ B(y, ϵ) ⊆ M ซึง่เม ือ่ B(y, ϵ) = N(x, ϵ) แล้วบทนยิามของเซตเปดินี้ จะเปน็
บทนยิาม 2.1.2 นัน่เอง

ทฤษฎบีทตอ่ไปนี้ จะแสดงวา่บอลเปดิบนปรภิมูอิงิระยะทางเปน็เซตเปดิ ซึง่แนวทางในการ
พสิจูนจ์ะแสดงทำนองเดยีวกับการพสิจูนว์า่ ยา่นใกล้เคยีงเปน็เซตเปดิซึง่ได้แสดงไว้ในทฤษฎบีท 2.1.1
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ทฤษฎบีท 2.4.3 บอลเปดิบนปรภิมูอิงิระยะทาง (X, d) เปน็เซตเปดิ

การพิสจูน์ กำหนดให้ x ∈ (X, d) และสำหรับจำนวนจรงิ ϵ > 0 จะแสดงวา่ B(x, ϵ) เปน็เซตเปดิ
กำหนดให้ y ∈ B(x, ϵ) จะได้วา่

d(x, y) < ϵ

สมมตใิห้ ϵ′ = ϵ− d(x, y) จะเหน็วา่ ϵ′ > 0 จงึเหลอืเพยีงแสดงวา่ B(y, ϵ′) ⊆ B(x, ϵ)

ให้ z ∈ B(y, ϵ′) จะได้วา่
d(z, y) < ϵ′

เน ือ่งจาก ϵ′ = ϵ− d(x, y) จะได้วา่

d(z, y) < ϵ− d(x, y)

ดังน้ัน
d(z, y) + d(x, y) < ϵ

โดย (m4) จะได้วา่
d(z, x) < ϵ

โดยบทนยิามของบอลเปดิ จงึทำให้ได้วา่

z ∈ B(x, ϵ)

ดังน้ัน B(y, ϵ′) ⊆ B(x, ϵ) จงึสรปุได้วา่ B(x, ϵ) เปน็เซตเปดิ

หมายเหตุ จากทฤษฎบีทข้างต้น ทำให้ได้รับอกีวา่ บอลปดิเปน็เซตปดิ

ยิง่ไปกวา่น้ัน บนปรภิมูอิงิระยะทางคณุสมบัตขิองเซตเปดิตอ่ไปนี้ยังคงเปน็จรงิ

ทฤษฎบีท 2.4.4 กำหนดให้ (X, d) เปน็ปรภิมูอิงิระยะทาง ข้อความตอ่ไปนี้เปน็จรงิ

(1) X และ ∅ เปน็เซตเปดิ

(2) ยเูนยีนของเซตเปดิใดๆ เปน็เซตเปดิ

(3) อนิเตอรเ์ซกชันของเซตเปดิจำกัดเซตเปน็เซตเปดิ
การพิสจูน์ กำหนดให้ (X, d) เปน็ปรภิมูอิงิระยะทาง

(1) พจิารณาทำนองเดยีวกับทฤษฎบีท 2.1.2 ข้อ 1. นัน่กค็อืพสิจูนไ์ด้โดยตรงตามบทนยิามของเซต
เปดิ

(2) กำหนดให้ Gi เปน็เซตเปดิใดๆ บนปรภิมูอิงิระยะทาง (X, d) สำหรับ i ∈ J เม ือ่ J เปน็เซต
ดัชนี จะแสดงวา่ ⋃i∈J Gi เปน็เซตเปดิ
กำหนดให้ x ∈

⋃
i∈J Gi จะได้วา่ จะมีGk สำหรับบาง k ∈ J ซึง่ x ∈ Gk เน ือ่งจาก Gk เปน็

เซตเปดิ จะได้วา่ จะมี r > 0 ซึง่ทำให้

B(x, r) ⊆ Gk
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และเนือ่งจาก Gk ⊆
⋃

i∈J Gi ทำให้ได้วา่

B(x, r) ⊆
⋃
i∈J

Gi

ดังน้ัน ⋃i∈J Gi เปน็เซตเปดิ

(3) กำหนดให้ Ai เม ือ่ i ∈ {1, 2, . . . , n} เปน็เซตเปดิใดๆ บนปรภิมูอิงิระยะทาง (X, d)

จะแสดงวา่ ⋂n
i=1 Ai เปน็เซตเปดิ

กำหนดให้ y ∈
⋂n

i=1 Ai จะได้วา่ y ∈ Ai สำหรับทกุๆ i ∈ {1, 2, . . . , n} และเนือ่งจากทกุๆ
Ai เม ือ่ i = 1, 2, . . . , n เปน็เซตเปดิ จากบทนยิามของเซตเปดิ จะได้วา่ จะมี ri > 0 สำหรับ
i = 1, 2, . . . , n ซึง่ทำให้

B(y, ri) ⊆ Ai

สำหรับ i = 1, 2, . . . , n กำหนดให้ r = min{r1, r2, . . . , rn} จะได้วา่

B(y, r) ⊆ B(y, ri)

สำหรับทกุๆ i = 1, 2, . . . , n จงึทำให้ได้วา่

B(y, r) ⊆ Ai

สำหรับทกุๆ i = 1, 2, . . . , n ดังน้ัน

B(y, r) ⊆
n⋂

i=1

Ai

โดยบทนยิามของเซตเปดิทำให้ได้วา่ ⋂n
i=1 Ai เปน็เซตเปดิ

2.5 บทสรปุ
เน ื้อหาท้ังหมดในบทนี้ ได้เร ิม่ศกึษาต้ังแตท่อพอโลยบีนเส้นจำนวนจรงิ (หรอืบน R หรอืบน

ปรภิมูยิคูลดิ) นัน่คอื ได้กลา่วถงึยา่นใกล้เคยีง เซตเปดิและเซตปดิบนจำนวนจรงิและตอ่จากน้ันจงึได้
ขยายไปบนปรภิมูทิ ีใ่หญข่ึ้น ซึง่ในทีน่ ี้กลา่วถงึเพยีงปรภิมูเิดยีว นัน่คอื ปรภิมูอิงิระยะทาง โดยยังได้กลา่ว
ถงึบทนยิามของบอลเปดิ บอลปดิ เซตเปดิและเซตปดิบนปรภิมูอิงิระยะทาง พร้อมท้ังได้ให้ข้อสังเกต
ของการศกึษาบนปรภิมูยิคูลดิและปรภิมูอิงิระยะทาง และยิง่ไปกวา่น้ัน บนเซตของจำนวนจรงิยังได้
กลา่วถงึ เซตกระชับ จดุลมิติ จดุภายนอก จดุภายใน และสว่นปดิคลมุบนจำนวนจรงิด้วย ท้ังนี้ เพ ือ่ให้
ผ ู้อา่นได้มคีวามร ู้พ ื้นฐานของของเซตกระชับ จดุลมิติบนจำนวนจรงิกอ่นทีจ่ะขยายไปศกึษาบนปรภิมูทิ ี่
ใหญข่ึ้นตอ่ไปในการศกึษาในระดับทีส่งูขึ้น
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แบบฝกึหัดท้ายบท
1. จงพสิจูนว์า่ ถ้า S เปน็เซตยอ่ยปดิทีม่ขีอบเขตและไมเ่ปน็เซตวา่งของเซตของจำนวนจรงิ R แล้ว

S จะมคีา่ตำ่สดุ

2. จงพสิจูน์ ทฤษฎบีท 2.4.2

3. จงพสิจูนตั์วอยา่ง 2.4.2

4. จงพสิจูนว์า่ บนเซตของจำนวนจรงิ R

(4.1) อนิเตอรเ์ซกชันของเซตปดิใดๆ เปน็เซตปดิ
(4.2) ยเูนยีนจำกัดของเซตปดิเปน็เซตปดิ

5. กำหนดให้ S ⊆ R และให้ λ = supS จงพสิจูนว์า่ ถ้า λ /∈ S แล้ว λ เปน็จดุลมิติของ S

6. กำหนดให้ S ⊆ R และกำหนดให้ λ เปน็จดุลมิติและขอบเขตบนบน S จงพสิจูนว์า่ λ = supS



 



บทที่ 3
ลำดับของจำนวนจรงิ

ในบทนี้ จะเร ิม่ต้นด้วยการแนะนำบทนยิามของลำดับบนจำนวนจรงิ ซึง่เปน็ส ิง่ท ีผ่ ู้อา่นค ุ้น
เคยกันดใีนทางคณติศาสตร์ แต ่ ณ ทีน่ ี้ จะขอนำเสนอในแงม่มุของการพสิจูน์ทฤษฎบีททีเ่ก ีย่วข้องกับ
ลำดับ จากน้ันจงึให้บทนยิามของลมิติของลำดับบนจำนวนจรงิ และยังได้แสดงการพสิจูนข์องคณุสมบัติ
ของลิมติด้วย เชน่ ล ิมติของผลบวกของลำดับ ลิมติของผลคณูของลำดับ และลิมติของผลหารของ
ลำดับ เปน็ต้น ซึง่สมบัต ิเหลา่น ี้ ได้ถกูนำไปใช้อย ูส่มำ่เสมอในการคำนวณคา่ของลิมติ ตอ่จากน้ัน ได้
แนะนำให้ผ ู้อา่นได้ร ู้จัก ลำดับโคชีของจำนวนจรงิ ซึง่เปน็ลำดับทีผ่ ู้ อา่นควรต้องร ู้จักโดยเฉพาะอยา่ง
ย ิง่สำหรับผ ู้ท ี่จะศกึษาทางคณติศาสตร์เชงิวเิคราะห์ เพราะลำดับโคชีน ี้ ม ีความสัมพันธ์และเก ีย่วข้อง
หลายๆ ด้าน ยกตัวอยา่งเชน่ ทกุลำดับล ูเ่ข้าเปน็ลำดับโคชี ทกุลำดับโคชเีปน็ลำดับล ูเ่ข้า และทกุลำดับ
โคชเีปน็ลำดับทีม่ขีอบเขต เปน็ต้น สิง่ท ีก่ลา่วนี้ เปน็ความสัมพันธ์ท ีเ่ปน็จรงิบนเซตของจำนวนจรงิ แต ่
ยังมคีำถามตอ่วา่บนปรภิมูอิ ืน่ๆ ความสัมพันธท้ั์งหมดเหลา่นี้ ยังเปน็จรงิหรอืไม ่ ขอยกตัวอยา่งบนปรภิมู ิ
องิระยะทาง ทกุๆ ลำดับล ูเ่ข้าเปน็ลำดับโคชเีปน็จรงิบนปรภิมูอิงิระยะทาง แตท่กุลำดับโคชเีปน็ลำดับ
ล ูเ่ข้าน้ันอาจจะไมเ่ปน็จรงิบนปรภิมู ิองิระยะทาง นอกเสยีจากจะเพิม่บางเง ือ่นไขเข้าไป และถ้าหาก
ได้รับวา่ทกุลำดับโคชเีปน็ลำดับล ูเ่ข้าแล้วน้ันแสดงวา่ปรภิมูน้ัินมคีวามบรบิรูณ์ (completeness) ซึง่
ความบรบิรูณ์น ี้ เปน็เคร ือ่งมอืทีด่เีคร ือ่งมอืหนึง่เลยทเีดยีวเพราะทำให้ได้รับผลลัพธ์ท ีน่า่สนใจมากมาย
ซึง่ผ ู้อา่นสามารถศกึษาเพิม่เตมิได้จากเร ือ่งของปรภิมูอิงิระยะทาง ดังน้ันจากทีก่ลา่วมาจะเหน็วา่ เร ือ่ง
ของลำดับโคชจีงึเปน็ส ิง่ท ีส่ำคัญในการนำไปใช้เปน็เคร ือ่งมอืในการพสิจูน์โดยเฉพาะอยา่งย ิง่ทางการ
วเิคราะห์เชงิคณติศาสตร์ และในหัวข้อสดุท้ายของบทนี้ ยังได้กลา่วถงึลำดับทางเดยีวและลำดับยอ่ย
บนจำนวนจรงิ โดยจากความร ู้เร ือ่งสัจพจนอั์นดับทำให้เราทราบวา่ บนจำนวนจรงิสามารถเปรยีบเทยีบ
จำนวนจรงิสองจำนวนได้ ดังน้ันจงึจะกลา่วถงึบทนยิามของลำดับทางเดยีว ลำดับลดทางเดยีว ลำดับ
เพิม่ทางเดยีว ลำดับเพิม่โดยแท้ และลำดับลดโดยแท้ ซึง่เปน็การเปรยีบเทยีบของลำดับของจำนวนจรงิ
นัน่เอง ย ิง่ไปกวา่น้ัน ในหัวข้อนี้ ยังได้กลา่วถงึความสัมพันธ์ของลมิติกับลำดับทางเดยีว เชน่ ถ้าลำดับที่
พจิารณาเปน็ลำดับทางเดยีวและลำดับน้ันมขีอบเขตบนแล้วลำดับของจำนวนจรงิดังกลา่วนี้จะล ูเ่ข้าส ูค่า่
ซพูรมัีมของลำดับดังกลา่ว และในทำนองเดยีวกันถ้าลำดับทีพ่จิารณาเปน็ลำดับทางเดยีวและลำดับน้ัน
มขีอบเขตลา่งแล้วลำดับของจำนวนจรงิดังกลา่วนี้จะล ูเ่ข้าส ูค่า่อนิฟมัิมของลำดับดังกลา่วด้วย ดังน้ันจาก
ทีก่ลา่วมาท้ังหมดนี้ จะกลา่วถงึและอธบิายอยา่งละเอยีดในหัวข้อนี้ โดยจะเร ิม่ต้นบทนี้ ด้วยการให้บท
นยิามของลำดับและลมิติของลำดับกอ่น

3.1 ลมิติของลำดับ
กอ่นอืน่จะเร ิม่จากการแนะนำบทนยิามของลำดับของจำนวนจรงิ
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บทนยิาม 3.1.1 ลำดับของจำนวนจริง (sequence of real number) คอื ฟงักชั์นทีม่โีดเมนเปน็เซต
ของจำนวนนับ (N) และมเีรนจเ์ปน็เซตของจำนวนจรงิ (R)

หมายเหตุ จากบทนยิามสามารถเขยีนได้วา่ กำหนดให้ f : N → R ซึง่นยิามโดย

f(n) = xn

สำหรับ xn ∈ R และทกุๆ n ∈ N และจะใช้สัญลักษณ์ {xn}∞n=1 หรอื {xn} หรอื {x1, x2, . . . , xn, . . .}
แทนลำดับดังกลา่ว

ตอ่ไปเปน็ตัวอยา่งของลำดับตามบทนยิามทีก่ลา่วมาข้างต้น

ตัวอยา่ง 3.1.1 กำหนดให้ f : N → R กำหนดโดย

f(n) = 2n

เม ือ่ n ∈ N และสามารถเขยีนแทนด้วยสัญลักษณ์ {2n}∞n=1

ตอ่ไปเราจะกลา่วถงึบทนยิามของการล ูเ่ข้าของลำดับและคา่ลมิติของลำดับ ดังบทนยิามตอ่
ไปนี้

บทนยิาม 3.1.2 กำหนดให้ {xn}∞n=1 เปน็ลำดับของจำนวนจรงิ จะกลา่ววา่ ลำดับ {xn}∞n=1 ล ู่ เข้า
(converges) ส ู่จำนวนจริง x กต็อ่เม ือ่ สำหรับทกุๆ จำนวนจรงิ ϵ > 0 จะมจีำนวนนับ N ซึง่ทำให้

|xn − x| < ϵ

สำหรับทกุๆ n > N

จากบทนยิาม 3.1.2 จะเรยีก {xn}∞n=1 วา่เปน็ลำดับล ู่ เข้า (convergent sequence) และ
เรยีก x วา่ค่าลิมิต (limit value) ของลำดับ {xn}∞n=1 และจะเขยีนแทนด้วย

limn→∞ xn = x หรอื limxn = x เม ือ่ n → ∞

และจะกลา่ววา่ {xn}∞n=1 เปน็ลำดับล ู่ออก (divergent sequence) ถ้า {xn}∞n=1 ไมเ่ปน็ลำดับล ูเ่ข้า

ตอ่ไปเปน็ตัวอยา่งของการพจิารณาการล ูเ่ข้าของลำดับ โดยใช้บทนยิาม 3.1.2

ตัวอยา่ง 3.1.2 จะแสดงวา่ ลำดับคงที่ {c, c, c, . . .} เปน็ลำดับล ูเ่ข้าส ู่ c เม ือ่ c เปน็จำนวนจรงิใดๆ

วิธีทำ จากกำหนดให้มลีำดับคงที่ c นัน่คอื c, c, c, · · · จะเหน็วา่ สำหรับทกุๆ จำนวนจรงิ ϵ > 0 เลอืก
N = 1 จะได้วา่

|c− c| = 0 < ϵ

สำหรับทกุๆ n > 1 ดังน้ันโดยบทนยิาม 3.1.2 จะได้วา่ลำดับคงที่ c ลูเ่ข้าส ู่ c
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ตัวอยา่ง 3.1.3 จงพสิจูนว์า่ limn→∞
1
n
= 0

วิธีทำ กำหนดให้จำนวนจรงิ ϵ > 0 โดยคณุสมบัตขิองอารค์มีเีดยีน ข้อ (4) จะได้วา่ จะมี N ∈ N ซึง่
ทำให้

0 <
1

N
< ϵ

สำหรับ n > N จะเหน็วา่ 1
N

> 1
n
ดังน้ัน∣∣∣∣ 1n − 0

∣∣∣∣ = 1

n
<

1

N
< ϵ

โดยบทนยิาม 3.1.2 จะได้วา่ limn→∞
1
n
= 0

ตัวอยา่ง 3.1.4 จงแสดงวา่
{

n2+1
2n2+n+2

}∞

n=1
เปน็ลำดับล ูเ่ข้าส ู่ 12

วิธีทำ กำหนดให้จำนวนจรงิ ϵ > 0 โดยคณุสมบัตขิองอาร์คมีเีดยีน ข้อ (4) จะได้วา่ จะมี N ∈ N ที่
ทำให้

0 <
1

N
< ϵ

ทำให้ได้วา่ สำหรับทกุๆ n > N แล้ว 1
n
< 1

N
จะได้วา่∣∣∣∣ n2 + 1

2n2 + n+ 2
− 1

2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣2n2 + 2− 2n2 − n− 2

2(2n2 + n+ 2)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ −n

2(2n2 + n+ 2)

∣∣∣∣
=

1

2

∣∣∣∣ n

2n2 + n+ 2

∣∣∣∣
≤ 1

2

∣∣∣∣ n

2n2 + n

∣∣∣∣
≤ 1

2

∣∣∣ n

2n2

∣∣∣
=

1

4
· 1
n

<
1

4
· 1

N

<
1

N
< ϵ

โดยบทนยิาม 3.1.2 จะได้วา่ limn→∞
n2+1

2n2+n+2
= 1

2

ตอ่ไปจะเปน็ตัวอยา่งของการพจิารณาลำดับล ูอ่อกโดยใช้บทนยิาม 3.1.2 มาชว่ยในการพสิจูน์
ดังตัวอยา่งตอ่ไปนี้

ตัวอยา่ง 3.1.5 จงพสิจูนว์า่ ลำดับ {(−1)n}∞n=1 เปน็ลำดับล ูอ่อก
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วิธีทำ จะพสิจูน์โดยการหาข้อขัดแย้ง นัน่คอื สมมตใิห้ {(−1)n}∞n=1 เปน็ลำดับล ูเ่ข้า จะได้วา่ จะมี
x ∈ R ทีท่ำให้

lim
n→∞

(−1)n = x

ดังน้ัน สำหรับ ϵ = 1
2
> 0 จะมีN ∈ N ซึง่ทำให้

|(−1)n − x| < 1

2

สำหรับทกุๆ n > N จะเหน็วา่ ถ้า n เปน็จำนวนคูแ่ล้ว สำหรับทกุๆ n > N จะได้วา่

|1− x| < 1

2

และถ้า n เปน็จำนวนคีแ่ล้ว สำหรับทกุๆ n > N จะได้วา่

|−1− x| < 1

2

ดังน้ัน

2 = |(1− x)− (−1− x)|
≤ |1− x|+ |−1− x|

<
1

2
+

1

2
= 1

ซึง่เกดิข้อขัดแย้ง ดังน้ัน {(−1)n}∞n=1 เปน็ลำดับล ูอ่อก

สว่นตอ่ไปนี้ จะกลา่วถงึทฤษฎบีททีส่ำคัญของการล ูเ่ข้าของลำดับบนจำนวนจรงิ โดยเร ิม่จาก
หากลำดับทีพ่จิารณามากกวา่หรอืเทา่กับ 0 แล้วลมิติของลำดับน้ันจะมคีา่มากกวา่หรอืเทา่กับ 0 ด้วย
รายละเอยีดดังทฤษฎบีทตอ่ไปนี้

ทฤษฎบีท 3.1.1 กำหนดให้ {xn}∞n=1 เปน็ลำดับของจำนวนจรงิ โดยที่ xn ≥ 0 สำหรับทกุๆ n ∈ N
ถ้า limn→∞ xn = x แล้ว x ≥ 0

การพิสจูน์ กำหนดให้ xn ≥ 0 สำหรับทกุๆ n ∈ N และให้ limn→∞ xn = x

ต้องการแสดงวา่ x ≥ 0 จะพสิจูนโ์ดยการหาข้อขัดแย้ง
สมมตใิห้ x < 0 จะได้วา่

−x

2
> 0

กำหนดให้ ϵ = −x
2

> 0 และจาก limn→∞ xn = x โดยบทนยิาม 3.1.2 จะได้วา่จะมีN ∈ N ทีท่ำให้

|xn − x| < ϵ = −x

2

สำหรับทกุๆ n > N จะได้วา่

−
(
−x

2

)
< xn − x < −x

2
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ดังน้ัน
3x

2
< xn <

x

2

แตจ่าก x < 0 ดังน้ัน x
2
< 0 จงึทำให้ได้วา่ xn < 0 สำหรับ n > N จงึทำให้เกดิข้อขัดแย้งกับ

สมมตฐิานทีว่า่ xn ≥ 0 สำหรับทกุๆ n ∈ N ดังน้ัน จงึได้วา่ x ≥ 0

ทฤษฎบีทตอ่ไปจะแสดงวา่สำหรับลำดับทีล่ ูเ่ข้าแล้วจะล ูเ่ข้าส ูค่า่ลมิติเพยีงแคค่า่เดยีวเทา่น้ัน

ทฤษฎบีท 3.1.2 กำหนดให้ {xn}∞n=1 เปน็ลำดับล ูเ่ข้าแล้วลำดับ {xn}∞n=1 จะมลีมิติเพยีงคา่เดยีว
การพิสจูน์ กำหนดให้ limn→∞ xn = x และ limn→∞ xn = y สำหรับบาง x, y ∈ R

จะแสดงวา่ x = y จะพสิจูนโ์ดยการหาข้อขัดแย้ง
สมมตใิห้ x ̸= y จะได้วา่

|x− y| > 0

กำหนดให้ ϵ = |x−y|
2

> 0 และจาก limn→∞ xn = x จะได้วา่ จะมีN1 ∈ N ซึง่ทำให้

|xn − x| < ϵ

สำหรับทกุๆ n > N1 และจาก limn→∞ xn = y จะได้วา่ จะมีN2 ∈ N ซึง่ทำให้

|xn − y| < ϵ

สำหรับทกุๆ n > N2 เลอืก N = max{N1, N2} จะได้วา่ สำหรับทกุๆ n > N

|x− y| ≤ |x− xn|+ |xn − y|
< ϵ+ ϵ

= 2ϵ

= 2
|x− y|

2
= |x− y|

จงึเกดิข้อขัดแย้ง ดังน้ัน x = y นัน่คอื {xn}∞n=1 มลีมิติเพยีงคา่เดยีวเทา่น้ัน

ตอ่ไปจะเปน็บทพสิจูนส์ำหรับลำดับทีเ่ปรยีบเทยีบกันได้ 3 ลำดับทีก่ลา่ววา่ ถ้าหากมลีำดับที่
เปรยีบเทยีบกันได้ 3 ลำดับแล้วหากลำดับทีม่ากทีส่ดุและลำดับทีน้่อยทีส่ดุล ูเ่ข้าส ูค่า่เดยีวกันแล้ว ลำดับ
ทีอ่ย ูร่ะหวา่งสองลำดับน้ันจะล ูเ่ข้าส ูค่า่เดยีวกันด้วย ดังทฤษฎบีทตอ่ไปนี้
ทฤษฎบีท 3.1.3 กำหนดให้ลำดับ xn ≤ yn ≤ zn สำหรับทกุๆ n ∈ N ถ้า limn→∞ xn = x และ
limn→∞ zn = x แล้ว limn→∞ yn = x

การพิสจูน์ กำหนดให้ xn ≤ yn ≤ zn สำหรับทกุๆ n ∈ N และ limn→∞ xn = x และ
limn→∞ zn = x

จะแสดงวา่ limn→∞ yn = x

กำหนดให้จำนวนจรงิ ϵ > 0 และจาก limn→∞ xn = x โดยบทนยิาม 3.1.2 จะได้วา่ จะมี N1 ∈ N
ซึง่ทำให้

|xn − x| < ϵ
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สำหรับทกุๆ n > N1 นัน่คอื
−ϵ < xn − x < ϵ

สำหรับทกุๆ n > N1 และจาก limn→∞ zn = x จะได้วา่ จะมีN2 ∈ N ทีท่ำให้

|zn − x| < ϵ

สำหรับทกุๆ n > N2 นัน่คอื
−ϵ < zn − x < ϵ

สำหรับทกุๆ n > N2 ถ้าเลอืก N = max{N1, N2} จะได้วา่ สำหรับทกุๆ n > N

−ϵ < xn − x ≤ yn − x ≤ zn − x < ϵ

สำหรับทกุๆ n > N ดังน้ัน โดยทฤษฎบีท 1.2.2 ข้อ (1) จะได้วา่ |yn − x| < ϵ สำหรับทกุๆ n > N

นัน่คอื limn→∞ yn = x

ตอ่ไปเปน็ตัวอยา่งของทฤษฎบีท 3.1.3
ตัวอยา่ง 3.1.6 จงหาคา่ลมิติของลำดับ { n−1

nn+1

}∞
n=1

วิธีทำ สำหรับทกุๆ n ∈ N จะเหน็วา่

0 ≤ n− 1

nn+1
<

n

nn+1
=

1

nn
<

1

n

จาก {0, 0, . . .} เปน็ลำดับคงที่ ดังน้ันจงึล ูเ่ข้าไปที่ 0 และ limn→∞
1
n
= 0 ดังน้ันโดยทฤษฎบีท 3.1.3

จะได้วา่
lim
n→∞

n− 1

nn+1
= 0

ตอ่ไปจะกลา่วถงึลำดับทีม่ขีอบเขตซึง่มบีทนยิามดังตอ่ไปนี้
บทนยิาม 3.1.3 กำหนดให้ {xn}∞n=1 เปน็ลำดับของจำนวนจรงิ จะกลา่ววา่ลำดับ {xn}∞n=1 เปน็ลำดับ
ท่ีมีขอบเขต (bounded sequence) กต็อ่เม ือ่ จะมจีำนวนจรงิ M > 0 ซึง่ทำให้

|xn| ≤ M

สำหรับทกุๆ n ∈ N

ตัวอยา่งตอ่ไปนี้ เปน็การแสดงวา่ลำดับที่พจิารณาเปน็ลำดับที่ม ีขอบเขต โดยใช้บทนยิาม
3.1.3
ตัวอยา่ง 3.1.7 จงพสิจูนว์า่ลำดับคงที่ {c, c, . . .} เปน็ลำดับทีม่ขีอบเขต

การพิสจูน์ พจิารณาลำดับคงที่ {c, c, . . .} จะเหน็วา่ ถ้าเลอืก M = |c| จะได้วา่

|xn| = |c| ≤ M

สำหรับทกุๆ n ∈ N ดังน้ัน โดยบทนยิาม 3.1.3 จะได้วา่ ลำดับคงที่ c เปน็ลำดับทีม่ขีอบเขต
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ตัวอยา่ง 3.1.8 จงแสดงวา่ลำดับ
{

2n2

n2+1

}∞

n=1
เปน็ลำดับทีม่ขีอบเขต

วิธีทำ ถ้าเลอืก M = 2 จะเหน็วา่ สำหรับทกุๆ n ∈ N∣∣∣∣ 2n2

n2 + 1

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣2n2

n2

∣∣∣∣
= |2|
= 2

= M

ดังน้ันโดยบทนยิาม 3.1.3 จะได้วา่ ลำดับ
{

2n2

n2+1

}∞

n=1
เปน็ลำดับทีม่ขีอบเขต

ทฤษฎบีทตอ่ไปนี้ จะแสดงวา่ ทกุๆ ลำดับล ู่เข้าบนเซตของจำนวนจรงิน้ันจะเปน็ลำดับที่ม ี
ขอบเขต
ทฤษฎบีท 3.1.4 ทกุๆ ลำดับล ูเ่ข้าของจำนวนจรงิเปน็ลำดับทีม่ขีอบเขต

การพิสจูน์ กำหนดให้ {xn}∞n=1 เปน็ลำดับล ูเ่ข้าของจำนวนจรงิ จะได้วา่ จะมี x ∈ R ซึง่ทำให้

lim
n→∞

xn = x

จะแสดงวา่ {xn}∞n=1 เปน็ลำดับทีม่ขีอบเขต
กำหนดให้ ϵ = 1 > 0 และจาก limn→∞ xn = x โดยบทนยิาม 3.1.2 จะได้วา่ จะมีN ∈ N ทีท่ำให้

|xn − x| < 1

สำหรับทกุๆ n > N จะเหน็วา่

|xn| = |xn − x+ x|
≤ |xn − x|+ |x|
< 1 + |x|

เลอืก M = max{|x1|, |x2|, . . . , |xN |, 1 + |x|} จะได้วา่ |xn| ≤ M สำหรับทกุๆ n ∈ N ดังน้ัน
{xn}∞n=1 เปน็ลำดับทีม่ขีอบเขต

ตอ่ไปนี้จะยกตัวอยา่งประกอบทฤษฎบีท 3.1.4 เนือ่งจากตัวอยา่ง 3.1.4 ได้แสดงแล้ววา่ลำ-
ดับ
{

n2+1
2n2+n+2

}∞

n=1
เปน็ลำดับล ูเ่ข้า ดังน้ันในตัวอยา่งตอ่ไปจงึจะแสดงวา่ลำดับดังกลา่วเปน็ลำดับทีม่ ี

ขอบเขต
ตัวอยา่ง 3.1.9 จงพสิจูนว์า่ลำดับ

{
n2+1

2n2+n+2

}∞

n=1
เปน็ลำดับทีม่ขีอบเขต

วิธีทำ เลอืก M = 1
2
จะเหน็วา่ สำหรับทกุๆ n ∈ N∣∣∣∣ n2 + 1

2n2 + n+ 2

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ n2 + 1

2n2 + 2n

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ n2 + 1

2(n2 + n)

∣∣∣∣ = 1

2
= M

ดังน้ัน โดยบทนยิาม 3.1.3 ทำให้ได้วา่
{

n2+1
2n2+n+2

}∞

n=1
เปน็ลำดับทีม่ขีอบเขต
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หมายเหตุ จากตัวอยา่งข้างต้นทำให้เหน็วา่ ลำดับล ูเ่ข้าเปน็ลำดับทีม่ขีอบเขต แตบ่ทกลับไมเ่ปน็จรงิ
นัน่คอื ลำดับทีม่ขีอบเขตไมจ่ำเปน็ต้องเปน็ลำดับล ูเ่ข้า ดังจะแสดงในตัวอยา่งตอ่ไปนี้

ตัวอยา่ง 3.1.10 จงแสดงวา่ {(−1)n}∞n=1 เปน็ลำดับทีม่ขีอบเขต
วิธีทำ ถ้าเลอืก M = 1 จะได้วา่

|(−1)n| = 1 ≤ M

สำหรับทกุๆ n ∈ N ดังน้ัน โดยบทนยิาม 3.1.3 จะได้วา่ {(−1)n}∞n=1 เปน็ลำดับทีม่ขีอบเขต แตใ่น
ตัวอยา่ง 3.1.5 เราจะได้แสดงแล้ววา่ลำดับ {(−1)n}∞n=1 เปน็ลำดับล ูอ่อก ตัวอยา่งนี้ จงึทำให้เหน็วา่
ลำดับทีม่ขีอบเขตไมจ่ำเปน็ต้องเปน็ลำดับล ูเ่ข้า

ในสว่นถัดไป จะกลา่วถงึคณุสมบัตขิองลมิติบนลำดับของจำนวนจรงิซึง่ท ีไ่ด้ถกูนำไปประยกุต์
ใช้อยา่งมากมายในทางด้านแคลคลัูส เชน่ คา่ลมิติของผลบวกของลำดับ คา่ลมิติของผลคณูของลำดับ
และคา่ลมิติของผลหารของลำดับ เปน็ต้น ดังแสดงการพสิจูนใ์นทฤษฎบีทตอ่ไปนี้

ทฤษฎบีท 3.1.5 กำหนดให้ {xn}∞n=1 และ {yn}∞n=1 เปน็ลำดับของจำนวนจรงิ ซึง่ limn→∞ xn = x

และ limn→∞ yn = y สำหรับบาง x, y ∈ R แล้วข้อความตอ่ไปนี้เปน็จรงิ
(1) limn→∞(xn + yn) = x+ y

(2) limn→∞(cxn) = cx เม ือ่ c ∈ R

(3) limn→∞(xn · yn) = x · y

(4) ถ้า yn ̸= 0 สำหรับทกุๆ n ∈ N และ y ̸= 0 แล้ว limn→∞
1
yn

= 1
y

(5) ถ้า yn ̸= 0 สำหรับทกุๆ n ∈ N และ y ̸= 0 แล้ว limn→∞
xn

yn
= x

y

(6) ถ้า xn ≤ yn สำหรับทกุๆ n ∈ N แล้ว x ≤ y

(7) limn→∞|xn| = |x|

(8) ถ้า xn ≥ 0 สำหรับทกุๆ n ∈ N แล้ว limn→∞
√
xn =

√
x

(9) สำหรับทกุๆ k ∈ N จะได้วา่ limn→∞(xn)
k = xk

การพิสจูน์ กำหนดให้ limn→∞ xn = x และ limn→∞ yn = y

(1) จะแสดงวา่ limn→∞(xn + yn) = x+ y

กำหนดให้ ϵ > 0 จะได้วา่ ϵ
2
> 0 เน ือ่งจาก limn→∞ xn = x จะได้วา่ จะมีN1 ∈ N ทีท่ำให้

|xn − x| < ϵ

2

สำหรับทกุ n > N1 และจาก limn→∞ yn = y จะได้วา่ จะมีN2 ∈ N ทีท่ำให้

|yn − y| < ϵ

2
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สำหรับทกุ n > N2 เลอืก N = max{N1, N2} จะได้วา่ สำหรับทกุๆ n > N

|(xn + yn)− (x+ y)| = |(xn − x) + (yn − y)|
≤ |xn − x|+ |yn − y|
<

ϵ

2
+

ϵ

2
= ϵ

ดังน้ัน โดยบทนยิาม 3.1.2 ทำให้ได้วา่ limn→∞(xn + yn) = x+ y

(2) จะแสดงวา่ limn→∞(cxn) = cx เม ือ่ c ∈ R แยกพจิารณา 2 กรณี
กรณี 1 ถ้า c = 0 จะเหน็วา่ สำหรับทกุๆ จำนวนจรงิ ϵ > 0 และทกุๆ n ∈ N

|cxn − cx| = 0 < ϵ

สำหรับทกุๆ n ∈ N โดยบทนยิาม 3.1.2 ทำให้ได้วา่ limn→∞ cxn = cx

กรณี 2 ถ้า c ̸= 0 จะได้วา่ สำหรับทกุๆ จำนวนจรงิ ϵ > 0 และ |c| > 0 จะเหน็วา่ ϵ
|c| > 0 และ

เนือ่งจาก limn→∞ xn = x จะได้วา่ จะมีN ∈ N ซึง่ทำให้

|xn − x| < ϵ

|c|

สำหรับทกุๆ n > N พจิารณา

|cxn − cx| = |c||xn − x|
< |c| ϵ

|c|
= ϵ

สำหรับทกุๆ n > N ดังน้ัน โดยบทนยิาม 3.1.2 ทำให้ได้วา่ limn→∞ cxn = cx

(3) จะแสดงวา่ limn→∞(xn · yn) = x · y
กำหนดให้จำนวนจรงิ ϵ > 0 และเนือ่งจาก {xn}∞n=1 เปน็ลำดับล ูเ่ข้า โดยทฤษฎบีท 3.1.4 จะ
ได้วา่ {xn}∞n=1 เปน็ลำดับทีม่ขีอบเขต นัน่คอื จะมจีำนวนจรงิ M > 0 ทีท่ำให้

|xn| ≤ M

สำหรับทกุ n ∈ N และจาก limn→∞ xn = x จะได้วา่ จะมีN1 ∈ N ซึง่ทำให้

|xn − x| < ϵ

2(1 + |y|)

สำหรับทกุๆ n > N1 และจาก limn→∞ yn = y จะได้วา่ จะมีN2 ∈ N ซึง่ทำให้

|yn − y| < ϵ

2M
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สำหรับทกุๆ n > N2 เลอืก N = max{N1, N2} จะได้วา่ สำหรับทกุๆ n > N

|xnyn − xy| = |xnyn − xny + xny − xy|
≤ |xnyn − xny|+ |xny − xy|
= |xn||yn − y|+ |y||xn − x|
< |xn|

ϵ

2M
+ |y| ϵ

2(1 + |y|)
≤ M

ϵ

2M
+ |y| ϵ

2(1 + |y|)
<

ϵ

2
+

ϵ

2
= ϵ

ดังน้ัน โดยบทนยิาม 3.1.2 ทำให้ได้วา่ limn→∞ xnyn = xy

(4) กำหนดให้ yn ̸= 0 สำหรับทกุๆ n ∈ N และ y ̸= 0 จะแสดงวา่ limn→∞
1
yn

= 1
y

กำหนดให้จำนวนจรงิ ϵ > 0 เน ือ่งจาก limn→∞ yn = y และ |y| > 0 จะได้วา่ |y|
2
> 0 ดังน้ัน

จะมีN1 ∈ N ทีท่ำให้

|yn − y| < |y|
2

สำหรับทกุๆ n > N1 ดังน้ัน โดยบทแทรก 1.2.1 ข้อ (1) จะได้วา่

|y| − |yn| ≤ |y − yn| = |yn − y| < |y|
2

สำหรับทกุๆ n > N1 ดังน้ัน

|yn| >
|y|
2

ทำให้ได้วา่
1

|yn|
<

2

|y|

และจาก limn→∞ yn = y และ ϵ|y|2
2

> 0 จะได้วา่ จะมีN2 ∈ N ทีท่ำให้

|yn − y| < ϵ|y|2

2

สำหรับทกุๆ n > N2 เลอืก N = max{N1, N2} และโดยทฤษฎบีท 1.2.2 จะได้วา่ สำหรับ
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ทกุๆ n > N ∣∣∣∣ 1yn − 1

y

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣y − yn
yny

∣∣∣∣
=

|y − yn|
|yny|

=
|y − yn|
|yn||y|

= |y − yn|
(

1

|yn|
· 1

|y|

)
<

ϵ|y|2

2
· 2

|y|
· 1

|y|
= ϵ

ดังน้ัน โดยบทนยิาม 3.1.2 ทำให้ได้วา่ limn→∞
1
yn

= 1
y

(5) กำหนดให้ yn ̸= 0 สำหรับทกุๆ n ∈ N และ y ̸= 0 จะแสดงวา่ limn→∞
xn

yn
= x

y

เน ือ่งจาก limn→∞ xn = x และ limn→∞ yn = y โดยข้อ (4) จะได้วา่ limn→∞
1
yn

= 1
y
และ

จากข้อ (3) จงึทำให้ได้วา่

lim
n→∞

xn

yn
= lim

n→∞

(
xn ·

1

yn

)
= lim

n→∞
xn · lim

n→∞

1

yn

= x · 1
y

=
x

y

(6) สมมตใิห้ xn ≤ yn สำหรับทกุๆ n ∈ N จะแสดงวา่ x ≤ y

เน ือ่งจาก xn ≤ yn สำหรับทกุๆ n ∈ N จะได้วา่ yn − xn ≥ 0 สำหรับทกุๆ n ∈ N จากข้อ
(1) และทฤษฎบีท 3.1.1 ข้อ (1) จะได้วา่

lim
n→∞

(yn − xn) = y − x ≥ 0

ดังน้ัน y ≥ x

(7) จะแสดงวา่ limn→∞|xn| = |x|
เน ือ่งจาก limn→∞ xn = x โดยบทนยิาม 3.1.2 จะได้วา่ สำหรับทกุๆ จำนวนจรงิ ϵ > 0 จะมี
N ∈ N ซึง่ทำให้

|xn − x| < ϵ

สำหรับทกุ n > N โดยบทแทรก 1.2.1 จะได้วา่

||xn| − |x|| ≤ |xn − x| < ϵ

สำหรับทกุๆ n > N ดังน้ัน limn→∞|xn| = |x|
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(8) สมมตใิห้ xn ≥ 0 สำหรับทกุๆ n ∈ N จะแสดงวา่ limn→∞
√
xn =

√
x

กรณี 1 ถ้า limn→∞ xn = 0 จะได้วา่ สำหรับทกุๆ จำนวนจรงิ ϵ > 0 จะมีN ∈ N ซึง่ทำให้

|xn − 0| < ϵ

สำหรับทกุๆ n > N เน ือ่งจาก xn ≥ 0 สำหรับทกุๆ N ∈ N จะได้วา่

xn < ϵ

สำหรับทกุๆ n > N นี้ทำให้ได้วา่

|
√
xn − 0| =

√
xn < ϵ

สำหรับทกุๆ n > N ดังน้ัน limn→∞
√
xn = 0

กรณี 2 ถ้า limn→∞ xn = x เม ือ่ x > 0 จะเหน็วา่

0 <
√
x ≤

√
xn +

√
x

ดังน้ัน
1

√
xn +

√
x
≤ 1√

x

จาก limn→∞ xn = x จะได้วา่ จะมีN ∈ N ซึง่ทำให้

|xn − x| < ϵ
√
x

สำหรับทกุๆ n > N ดังน้ัน

|
√
xn −

√
x| =

∣∣∣∣(√xn −
√
x) ·

(
√
xn +

√
x)

(
√
xn +

√
x)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ xn − x
√
xn +

√
x

∣∣∣∣
=

|xn − x|
√
xn +

√
x

≤ |xn − x|√
x

<
ϵ
√
x√
x

= ϵ

จงึได้รับวา่ limn→∞
√
xn =

√
x

(9) กำหนดให้ k ∈ N จะแสดงวา่ limn→∞(xn)
k = xk

สมมตใิห้ bn = xn − x จะเหน็วา่ limn→∞ bn = 0 โดยทฤษฎบีททวนิาม

(a+ b)n =
n∑

r=0

cnra
n−rbr
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เมือ่ cnr = n!
(n−r)!r!

จะได้วา่

(xn)
k = (bn + x)k

= bkn + ck1(bn)
k−1x+ ck2(bn)

k−2x2 + . . .+ ckk−1(bn)x
k−1 + xk

นัน่คอื

(xn)
k − xk = bkn + ck1(bn)

k−1x+ ck2(bn)
k−2x2 + . . .+ ckk−1(bn)x

k−1

จาก limn→∞ bn = 0 จะได้วา่

lim
n→∞

((xn)
k − xk) = 0

ดังน้ัน limn→∞(xn)
k = xk

ตอ่ไปเปน็สว่นของตัวอยา่งของการนำทฤษฎบีท 3.1.5 มาประยกุตใ์ช้

ตัวอยา่ง 3.1.11 จงหาคา่ของ limn→∞
2n2+1

n2+5n+3

วิธีทำ ใช้ทฤษฎบีท 3.1.5 จะได้วา่

lim
n→∞

2n2 + 1

n2 + 5n+ 3
= lim

n→∞

2n2 + 1

n2 + 5n+ 3
·

1
n2

1
n2

= lim
n→∞

2 + 1
n2

1 + 5
n
+ 3

n2

=
limn→∞(2 + 1

n2 )

limn→∞(1 + 5
n
+ 3

n2 )

=
limn→∞ 2 + limn→∞

1
n2

limn→∞ 1 + limn→∞
5
n
+ limn→∞

3
n2

=
2 + 0

1 + 0 + 0
= 2

ตัวอยา่ง 3.1.12 จงหาคา่ของ limn→∞
2
√
n

n+1

การพิสจูน์ สำหรับทกุๆ n ∈ N พจิารณา

2
√
n

n+ 1
= 2

(√
n

(n+ 1)2

)
เน ือ่งจาก

4n

(n+ 1)2
= 4

(
1

n+ 1
− 1

(n+ 1)2

)
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โดยทฤษฎบีท 3.1.5 ข้อ (1) จะได้วา่

lim
n→∞

n

(n+ 1)2
= lim

n→∞

1

n+ 1
− lim

n→∞

1

(n+ 1)2

เน ือ่งจาก limn→∞
1

n+1
= 0 และโดยทฤษฎบีท 3.1.5 ข้อ (9) จะได้วา่ limn→∞

1
(n+1)2

= 0 ทำให้ได้
วา่

lim
n→∞

n

(n+ 1)2
= 0

โดยทฤษฎบีท 3.1.5 ข้อ (8) จะได้วา่

lim
n→∞

2
√
n

n+ 1
= lim

n→∞
2

√
n

(n+ 1)2

= 2

√
lim
n→∞

n

(n+ 1)2

= 2
√
0

= 0

ทฤษฎบีทตอ่ไปจะพสิจูนว์า่ สำหรับเซตปดิใดๆ ทกุๆ ลำดับล ูเ่ข้าในเซตปดิน้ันจะล ูเ่ข้าส ูจ่ดุ
ลมิติในเซตปดิน้ัน

ทฤษฎบีท 3.1.6 กำหนดให้ F เปน็เซตยอ่ยบนเซตจำนวนจรงิ จะได้วา่ F เปน็เซตปดิ กต็อ่เม ือ่ ทกุๆ
ลำดับล ูเ่ข้าใน F จะมจีดุลมิติอย ูใ่น F

การพิสจูน์ (⇒) กำหนดให้ F เปน็เซตปดิ และให้ {xn}∞n=1 เปน็ลำดับใน F ซึง่ limn→∞ xn = x

สำหรับบาง x ∈ R จะแสดงวา่ x ∈ F จะพสิจูนโ์ดยการหาข้อขัดแย้ง
สมมตใิห้ x /∈ F จะได้วา่ x ∈ R\F เน ือ่งจาก F เปน็เซตปดิ ทำให้ได้วา่ R\F เปน็เซตเปดิ

จะได้วา่ จะมจีำนวนจรงิ ϵ > 0 ซึง่ทำให้

N(x, ϵ) ⊆ R\F

และเนือ่งจาก limn→∞ xn = x โดยบทนยิาม 3.1.2 จะได้วา่ จะมจีำนวนนับ N ซึง่ทำให้

|x− xn| < ϵ

สำหรับทกุๆ n > N ดังน้ัน xn ∈ N(x, ϵ) ⊆ R\F สำหรับทกุๆ n > N จงึขัดแย้งกับทีก่ำหนดให้
{xn}∞n=1 เปน็ลำดับใน F จงึทำให้ได้วา่ x ∈ F

(⇐) กำหนดให้ ทกุๆ ลำดับล ูเ่ข้าใน F จะมจีดุลมิติอย ูใ่น F จะแสดงวา่ F เปน็เซตปดิ นัน่คอืต้องแสดง
วา่ R\F เปน็เซตเปดิ จะพสิจูนโ์ดยการหาข้อขัดแย้ง

สมมตใิห้ R\F ไมเ่ปน็เซตเปดิ จะได้วา่ จะมี x ∈ R\F ซึง่ทำให้

N(x, ϵ) ⊈ R\F
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สำหรับทกุๆ จำนวนจรงิ ϵ > 0 ทำให้ได้วา่

N

(
x,

1

n

)⋂
F ̸= ∅

สำหรับทกุๆ n ∈ N จะเหน็วา่ สำหรับแตล่ะจำนวนนับ n ∈ N ใดๆ เลอืก

xn ∈ N

(
x,

1

n

)⋂
F

ดังน้ัน {xn}∞n=1 เปน็ลำดับใน F โดยสมมตฐิาน จะได้วา่ สำหรับ limn→∞ xn = x แล้ว x ∈ F จงึ
ทำให้เกดิข้อขัดแย้งกับที่ x ∈ R\F จงึทำให้ได้วา่ R\F เปน็เซตเปดิ นัน่คอื F เปน็เซตปดิ

ทฤษฎบีทตอ่ไปเปน็เคร ือ่งมอืชว่ยในการพจิารณาลำดับล ูเ่ข้าส ู่ 0 โดยทีม่กีารให้สมมตฐิาน
เก ีย่วกับลำดับทีม่ขีอบเขต รายละเอยีดดังทฤษฎบีทตอ่ไปนี้

ทฤษฎบีท 3.1.7 กำหนดให้ {xn}∞n=1 และ {yn}∞n=1 เปน็ลำดับของจำนวนจรงิ ถ้า limn→∞ xn = 0

และ {yn}∞n=1 เปน็ลำดับทีม่ขีอบเขต แล้ว limn→∞(xn · yn) = 0

การพิสจูน์ สมมตใิห้ limn→∞ xn = 0 และ {yn}∞n=1 เปน็ลำดับทีม่ขีอบเขต
จะแสดงวา่ limn→∞(xn · yn) = 0

กำหนดให้จำนวนจรงิ ϵ > 0 และเนือ่งจาก {yn}∞n=1 เปน็ลำดับทีม่ขีอบเขต จะได้วา่ จะมจีำนวนจรงิ
M > 0 ซึง่ทำให้

|yn| ≤ M

สำหรับทกุๆ n ∈ N และจาก limn→∞ xn = 0 จะได้วา่ จะมีN ∈ N ซึง่ทำให้

|xn − 0| < ϵ

M

สำหรับทกุๆ n > N ดังน้ัน สำหรับ n > N จะได้วา่

|xnyn − 0| = |xnyn|
= |xn||yn|
= |xn − 0||yn|
<

ϵ

M
·M

= ϵ

ดังน้ัน limn→∞(xn · yn) = 0

ตอ่ไปเปน็ตัวอยา่งประกอบทฤษฎบีท 3.1.7

ตัวอยา่ง 3.1.13 จงหาคา่ของ limn→∞
cos(n)
n2
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การพิสจูน์ สำหรับทกุๆ n ∈ N จะได้วา่(
cos(n)
n2

)
= cos(n)

(
1

n2

)
เน ือ่งจาก |cos(n)| ≤ 1 สำหรับทกุๆ n ∈ N ทำให้ได้วา่ {cos(n)}∞n=1 เปน็ลำดับทีม่ขีอบเขต และ
จากตัวอยา่ง 3.1.3 จะเหน็วา่ limn→∞

1
n
= 0 โดยทฤษฎบีท 3.1.5 ข้อ (9) จะได้วา่ limn→∞

1
n2 = 0

ดังน้ัน โดยทฤษฎบีท 3.1.7 จงึได้วา่

lim
n→∞

cos(n)
n2

= lim
n→∞

cos(n)
(

1

n2

)
= 0

นัน่คอื limn→∞
cos(n)
n2 = 0

ทฤษฎบีทตอ่ไปเปน็ทฤษฎบีทเก ีย่วกับการล ูเ่ข้าของลำดับ ถ้าทราบวา่ลำดับหนึง่ล ูเ่ข้าส ู่ 0
และมกีารให้บางเง ือ่นไขบนสองลำดับ แล้วจะได้ผลลัพธ์วา่อกีลำดับหนึง่จะเปน็ลำดับล ูเ่ข้า ดังรายละ-
เอยีดตอ่ไปนี้

ทฤษฎบีท 3.1.8 กำหนดให้ {xn}∞n=1 และ {yn}∞n=1 เปน็ลำดับของจำนวนจรงิและ x ∈ R ถ้าม ี
จำนวนจรงิ k > 0 และ m ∈ N ซึง่ทำให้

|xn − x| ≤ k|yn|

สำหรับทกุๆ n > m และ limn→∞ yn = 0 แล้ว limn→∞ xn = x

การพิสจูน์ กำหนดให้ มจีำนวนจรงิ k > 0 และ m ∈ N ซึง่ทำให้

|xn − x| ≤ k|yn|

สำหรับทกุๆ n > m และกำหนดให้ limn→∞ yn = 0

จะแสดงวา่ limn→∞ xn = x

กำหนดให้จำนวนจรงิ ϵ > 0 จะได้วา่ ϵ
k
> 0 และเนือ่งจาก limn→∞ yn = 0 จะได้วา่ จะมี N ′ ∈ N

ซึง่ทำให้
|yn| = |yn − 0| < ϵ

k

สำหรับทกุๆ n > N ′ และเลอืก N = max{m,N ′} จะได้วา่ ทกุๆ n > N

|xn − x| ≤ k|yn|
< k

ϵ

k
= ϵ

ดังน้ัน limn→∞ xn = x

ตอ่ไปจะเปน็ตัวอยา่งทีส่อดคล้องกับทฤษฎบีท 3.1.8



3.1 ลมิติของลำดับ 63

ตัวอยา่ง 3.1.14 จงแสดงวา่ limn→∞
n2−2
7n2+1

= 1
7

การพิสจูน์ สำหรับทกุๆ n ∈ N พจิารณา∣∣∣∣ n2 − 2

7n2 + 1
− 1

7

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣7(n2 − 2)− (7n2 + 1)

7(7n2 + 1)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ −15

7(7n2 + 1)

∣∣∣∣
จาก 7n2 + 1 ≥ 7n2 ดังน้ัน ∣∣∣∣ n2 − 2

7n2 + 1
− 1

7

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣−15

7

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ 1

7n2 + 1

∣∣∣∣
=

15

7
· 1

7n2 + 1

≤ 15

7
· 1

7n2

=
15

49
· 1

n2

จาก limn→∞
1
n2 = 0 และโดยทฤษฎบีท 3.1.8 ทำให้ได้วา่

lim
n→∞

n2 − 2

7n2 + 1
=

1

7

ตอ่ไปยังคงกลา่วถงึทฤษฎบีทของการล ูเ่ข้าของลำดับ ซึง่ถกูนำไปใช้อยา่งสมำ่เสมอ ยกตัว-
อยา่งเชน่ สำหรับจำนวนจรงิซึง่ 0 < c < 1 จะได้วา่ limn→∞ cn = 0 เปน็ต้น โดยแสดงรายละเอยีด
ในการพสิจูนดั์งทฤษฎบีทตอ่ไปนี้
ทฤษฎบีท 3.1.9 กำหนดให้ c เปน็จำนวนจรงิทีเ่ปน็บวก แล้วข้อความตอ่ไปนี้เปน็จรงิ
(1) ถ้า c < 1 แล้ว limn→∞ cn = 0

(2) ถ้า c > 1 แล้ว {cn}∞n=1 เปน็ลำดับทีไ่มม่ขีอบเขต
การพิสจูน์ กำหนดให้ c เปน็จำนวนจรงิทีเ่ปน็บวก
(1) กำหนดให้ c < 1 โดยในทีน่ ี้จะกำหนดให้ c = 1

1+r
เม ือ่ r > 0 โดยการอปุนัยเชงิคณติศาสตร์

จะได้วา่
(1 + r)n ≥ 1 + nr (แบบฝกึหัด)

สำหรับทกุๆ n ∈ N ดังน้ัน
|cn − 0| = cn

=

(
1

(1 + r)n

)
≤ 1

1 + nr

≤ 1

nr

=
1

n
· 1
r
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เน ือ่งจาก limn→∞
1
n
= 0 และโดยทฤษฎบีท 3.1.8 จะได้วา่ limn→∞ cn = 0

(2) กำหนดให้ c > 1 โดยในทีน่ ี้ จะกำหนดให้ c = 1 + r เม ือ่ r > 0 โดยหลักการอปุนัยเชงิ
คณติศาสตร์ จะได้วา่

cn = (1 + r)n ≥ 1 + nr

ดังน้ัน {1 + nr}∞n=1 เปน็ลำดับทีไ่มม่ขีอบเขต ทำให้ได้วา่ {cn}∞n=1 เปน็ลำดับทีไ่มม่ขีอบเขต

ทฤษฎบีทตอ่ไป จะแสดงวา่ถ้าลำดับ {xn}∞n=1 โดยที่ xn+1 < xn สำหรับทกุๆ xn > 0 เม ือ่
n ∈ N แล้วจะได้วา่ลำดับนี้ล ูเ่ข้าส ู่ 0 ซึง่จะแสดงบทพสิจูนดั์งตอ่ไปนี้

ทฤษฎบีท 3.1.10 กำหนดให้ {xn}∞n=1 เปน็ลำดับของจำนวนจรงิ และ xn > 0 สำหรับทกุๆ n ∈ N
และ limn→∞

(
xn+1

xn

)
= L หาคา่ได้ ถ้า L < 1 แล้ว limn→∞ xn = 0

การพิสจูน์ กำหนดให้ xn > 0 สำหรับทกุๆ n ∈ N และ limn→∞

(
xn+1

xn

)
= L หาคา่ได้ และ

L < 1 จะแสดงวา่ limn→∞ xn = 0

เน ือ่งจาก L < 1 โดยทฤษฎบีท 1.3.7 (ทฤษฎบีทของความหนาแนน่ของจำนวนจรงิ) จะได้
วา่ จะมี c ∈ R ซึง่ทำให้

L < c < 1

กำหนดให้ ϵ = c− L > 0 และจาก limn→∞

(
xn+1

xn

)
= L ทำให้ได้วา่ จะมีN ∈ N ทีท่ำให้

∣∣∣∣xn+1

xn

− L

∣∣∣∣ < ϵ

สำหรับทกุ n > N จะได้วา่
−ϵ <

xn+1

xn

− L < ϵ

สำหรับทกุ n > N ดังน้ัน
L− ϵ <

xn+1

xn

< L+ ϵ

ทำให้ได้วา่
xn+1

xn

< L+ (c− L) = c

สำหรับทกุ n > N ถ้าให้ k = N + 1 จะได้วา่ สำหรับทกุๆ n > k จะได้วา่ n− 1 > N ดังน้ัน
xn+1

xn

< c

สำหรับทกุ n > k นัน่คอื
xn+1 < cxn
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สำหรับทกุ n > k จะเหน็วา่ ทกุ ๆ n > k

0 < xn+1

< cxn

< c2xn−1

< c3xn−2

< c4xn−3

< . . .

< cn−(k−1)xk

=
cnxk

ck−1

เลอืก M = xk

ck−1 จะได้วา่
0 < xn+1 < Mcn

สำหรับ ทกุ n > k เน ือ่งจาก 0 < c < 1 โดยทฤษฎบีท 3.1.9 จะได้วา่ limn→∞ cn = 0 โดยที่

0 < xn+1 = |xn+1 − 0| ≤ M |cn|

โดยทฤษฎบีท 3.1.8 จะได้วา่ limn→∞ xn = 0

ตอ่ไปเปน็ตัวอยา่งทีส่อดคล้องกับทฤษฎบีท 3.1.10

ตัวอยา่ง 3.1.15 จงแสดงวา่ limn→∞
3n

2n!
= 0

วิธีทำ ให้ xn = 3n

2n!
สำหรับทกุๆ n ∈ N เน ือ่งจาก

xn+1

xn

=
3n+1

2(n+ 1)!
÷ 3n

2n!

=
3n+1

2(n+ 1)!
× 2n!

3n

=
3

n+ 1

จะเหน็วา่
lim
n→∞

xn+1

xn

= lim
n→∞

3

n+ 1
= 0

ดังน้ัน
lim
n→∞

xn+1

xn

= 0 < 1

ใช้ทฤษฎบีท 3.1.10 จะได้วา่ limn→∞
3n

2n!
= 0

จากทีก่ลา่วมาในตอนต้นได้กลา่วถงึลำดับล ูเ่ข้าและลำดับล ูอ่อก และในลำดับตอ่ไปนี้จะเปน็-
การกลา่วถงึลำดับทีล่ ูอ่อกแตจ่ะเปน็กลา่วถงึลำดับทีล่ ูเ่ข้าไปยังคา่อนันต์ (∞) นัน่เอง ซึง่มบีทนยิามดัง
ตอ่ไปนี้
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บทนยิาม 3.1.4 กำหนดให้ {xn}∞n=1 เปน็ลำดับของจำนวนจรงิ จะกลา่ววา่ limn→∞ xn = +∞ ก็
ตอ่เม ือ่ สำหรับทกุๆ จำนวนจรงิ M จะมีN ∈ N ซึง่ทำให้สำหรับทกุ n > N แล้ว

xn > M

และจะกลา่ววา่ limn→∞ xn = −∞ กต็อ่เม ือ่ สำหรับทกุๆ จำนวนจรงิ M จะมี N ∈ N ซึง่ทำให้
สำหรับทกุๆ n > N แล้ว

xn < M

ตอ่ไปเปน็ตัวอยา่งของการพสิจูนว์า่ลำดับทีก่ำหนดให้น้ันล ูเ่ข้าส ูอ่นันต์ โดยใช้บทนยิาม 3.1.4
ตัวอยา่ง 3.1.16 จงแสดงวา่ limn→∞ n = +∞

การพิสจูน์ กำหนดให้ M เปน็จำนวนจรงิใดๆ ถ้า M ≥ 0 โดยสมบัตอิารค์มีเีดยีน (ทฤษฎบีท 1.3.6)
ข้อ 2 จะมีN ∈ N ซึง่ทำให้ M < N ดังน้ันสำหรับทกุๆ n > N จะเหน็วา่

n > N > M

เน ือ่งจาก {xn}∞n=1 = {n}∞n=1 ทำให้ได้วา่ xn > M สำหรับทกุๆ n > N

และถ้า M < 0 แล้วทกุๆ N ∈ N ซึง่ n > N จะได้วา่
n > N > M

เชน่เดยีวกัน จงึทำให้ได้วา่ xn > M สำหรับทกุๆ n > N ดังน้ัน จากท้ัง 2 กรณี จะได้วา่
lim
n→∞

n = +∞

ตอ่ไปเปน็ทฤษฎบีททีเ่ก ีย่วข้องกับลำดับทีล่ ูเ่ข้าส ูอ่นันต์ โดยทฤษฎบีทตอ่ไปนี้จะแสดงวา่ถ้า
ลำดับ {xn} ทีพ่จิารณาน้ันล ูเ่ข้าส ูค่า่อนันตแ์ล้วคา่ลมิติของ

{
1
xn

}
จะล ูเ่ข้าส ูศ่นูย์ ซึง่แสดงการพสิจูนใ์น

ทฤษฎบีทตอ่ไปนี้

ทฤษฎบีท 3.1.11 กำหนดให้ {xn}∞n=1 เปน็ลำดับของจำนวนจรงิบวก แล้ว limn→∞ xn = +∞ ก็
ตอ่เม ือ่ limn→∞

1
xn

= 0

การพิสจูน์ (⇒) สมมตใิห้ limn→∞ xn = +∞ จะแสดงวา่ limn→∞
1
xn

= 0

กำหนดให้ xn > 0 สำหรับทกุๆ n ∈ N และสำหรับทกุๆ จำนวนจรงิ ϵ > 0 โดยบทนยิาม
3.1.4 จะได้วา่ สำหรับ M = 1

ϵ
> 0 จะมีN ∈ N ซึง่ทำให้ สำหรับทกุ n > N แล้ว

xn > M =
1

ϵ

จะได้วา่ 1
xn

< ϵ ดังน้ัน ∣∣∣∣ 1xn

− 0

∣∣∣∣ < ϵ

สำหรับทกุๆ n > N จงึทำให้สรปุได้วา่ limn→∞
1
xn

= 0

(⇐) แบบฝกึหัด
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ในทฤษฎบีทสดุท้ายในหัวข้อนี้ ยังได้แสดงวา่สำหรับสองลำดับทีเ่ปรยีบเทยีบกันได้ สามารถ
นำมาชว่ยในการพจิารณาการล ูเ่ข้าและล ูอ่อกของลำดับได้ดังทฤษฎบีทตอ่ไปนี้

ทฤษฎบีท 3.1.12 กำหนดให้ {xn}∞n=1 และ {yn}∞n=1 เปน็ลำดับของจำนวนจรงิ โดยที่ xn ≤ yn

สำหรับทกุๆ n ∈ N แล้วข้อความตอ่ไปนี้เปน็จรงิ

(1) ถ้า limn→∞ xn = +∞ แล้ว limn→∞ yn = +∞

(2) ถ้า limn→∞ yn = −∞ แล้ว limn→∞ xn = −∞

การพิสจูน์ กำหนดให้ xn ≤ yn สำหรับทกุๆ n ∈ N

(1) สมมตใิห้ limn→∞ xn = +∞ จะแสดงวา่ limn→∞ yn = +∞
เน ือ่งจาก limn→∞ xn = +∞ โดยบทนยิาม 3.1.4 จะได้วา่ สำหรับทกุๆM ∈ R จะมีN ∈ N
ซึง่ทำให้

xn > M

สำหรับทกุๆ n > N เน ือ่งจาก xn ≤ yn สำหรับทกุ n ∈ N จะได้วา่

yn > M

สำหรับทกุๆ n > N โดยบทนยิาม 3.1.4 จงึสรปุได้วา่ limn→∞ yn = +∞

(2) แบบฝกึหัด

ตอ่ไปเปน็ตัวอยา่งของการนำทฤษฎบีท 3.1.12 มาประยกุตใ์ช้

ตัวอยา่ง 3.1.17 จงแสดงวา่ limn→∞
n2−1
n−1

= +∞

การพิสจูน์ สำหรับทกุๆ n ∈ N จะได้วา่

n2 − 1

n− 1
=

(n− 1)(n+ 1)

n− 1
= n+ 1 > n

โดยตัวอยา่ง 3.1.16 จะเหน็วา่ limn→∞ n = +∞ โดยทฤษฎบีท 3.1.12 จะได้วา่

lim
n→∞

n2 − 1

n− 1
= +∞
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3.2 ลำดับโคชแีละสมบัตขิองลำดับโคชี

ตอ่ไปจะเปน็การกลา่วถงึลำดับอกีชนดิหนึง่ท ีมั่กจะถกูนำไปใช้เปน็เคร ือ่งมอืในการพสิจูนท์าง
ด้านการวเิคราะห์เชงิคณติศาสตร์ นัน่คอื ลำดับโคชี ซึง่ความนา่สนใจของลำดับนี้ กค็อื ความสัมพันธ์
ระหวา่งลำดับโคชแีละลำดับล ูเ่ข้า ซึง่กค็อื ทกุๆ ลำดับล ูเ่ข้าเปน็ลำดับโคชี โดยได้แสดงบทพสิจูน์ของ
ทฤษฎบีทดังกลา่วไว้ด้วยในทฤษฎบีทที่ 3.2.1 ดังน้ัน ในทีน่ ี้จะขอเร ิม่ต้นด้วยการให้บทนยิามของลำดับ
โคชกีอ่น จากน้ันจงึจะกลา่วถงึทฤษฎบีททีส่ำคัญตา่งๆ ของลำดับโคชี พร้อมท้ังแสดงบทพสิจูน์

บทนยิาม 3.2.1 กำหนดให้ {xn}∞n=1 เปน็ลำดับของจำนวนจรงิ จะกลา่ววา่ {xn}∞n=1 เปน็ลำดับโคชี
(Cauchy sequence) กต็อ่เม ือ่ สำหรับทกุๆ จำนวนจรงิ ϵ > 0 จะมีN ∈ N ซึง่ทำให้

|xn − xm| < ϵ

สำหรับทกุๆ m,n > N

ตอ่ไปจงึจะขอแสดงตัวอยา่งของลำดับโคชี โดยใช้บทนยิามข้างต้นในการพสิจูน์

ตัวอยา่ง 3.2.1 จงพสิจูนว์า่ ลำดับ { 1
n

}∞
n=1

เปน็ลำดับโคชี

การพิสจูน์ กำหนดให้จำนวนจรงิ ϵ > 0 จะได้วา่ ϵ
2
> 0 โดยทฤษฎบีท 1.3.6 (สมบัตอิารม์เีดยีน) ข้อ

(4) จะได้วา่ จะมีN ∈ N ซึง่ทำให้
0 <

1

N
<

ϵ

2

สำหรับทกุๆ m,n > N ดังน้ัน
∣∣∣∣ 1m − 1

n

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ 1m
∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ 1n

∣∣∣∣ < 1

N
+

1

N
<

ϵ

2
+

ϵ

2
= ϵ

โดยบทนยิาม 3.2.1 จงึได้วา่ { 1
n

}∞
n=1

เปน็ลำดับโคชี

ตัวอยา่ง 3.2.2 จงพสิจูนว์า่ ลำดับ {n2+n−1
n2 }∞n=1 เปน็ลำดับโคชี

การพิสจูน์ กำหนดให้จำนวนจรงิ ϵ > 0 จะได้วา่ ϵ
2
> 0 โดยทฤษฎบีท 1.3.6 (สมบัตอิารม์เีดยีน) ข้อ

(4) จะได้วา่ จะมีN ∈ N ซึง่ทำให้
0 <

1

N
<

ϵ

2
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พจิารณาสำหรับทกุๆ m,n > N จะได้วา่∣∣∣∣m2 +m− 1

m2
− n2 + n− 1

n2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣n2(m2 +m− 1)−m2(n2 + n− 1)

m2n2

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣n2m− n2 −m2n+m2

m2n2

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣n2(m− 1)−m2(n− 1)

m2n2

∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣n2(m− 1)

m2n2

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣m2(n− 1)

m2n2

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣m− 1

m2

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣n− 1

n2

∣∣∣∣
≤

∣∣∣ m
m2

∣∣∣+ ∣∣∣ n
n2

∣∣∣
=

∣∣∣∣ 1m
∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ 1n

∣∣∣∣
<

1

N
+

1

N

<
ϵ

2
+

ϵ

2
= ϵ

โดยบทนยิาม 3.2.1 จงึได้วา่ {n2+n−1
n2 }∞n=1 เปน็ลำดับโคชี

ตอ่ไปเปน็ทฤษฎบีทหนึง่ท ีส่ำคัญของหัวข้อนี้ นัน่คอื การแสดงวา่ทกุๆ ลำดับล ูเ่ข้าเปน็ลำดับ
โคชี

ทฤษฎบีท 3.2.1 ทกุๆ ลำดับล ูเ่ข้าเปน็ลำดับโคชี

การพิสจูน์ กำหนดให้ {xn}∞n=1 เปน็ลำดับล ูเ่ข้า จะได้วา่ limn→∞ xn = x สำหรับบาง x ∈ R
กำหนดให้จำนวนจรงิ ϵ > 0 ดังน้ัน จะมีN ∈ N ซึง่ทำให้

|xn − x| < ϵ

2

สำหรับทกุๆ n > N เพราะฉะน้ัน สำหรับทกุๆ m,n > N จะได้วา่
|xn − x| < ϵ

2
และ |xm − x| < ϵ

2

ดังน้ัน

|xn − xm| = |xn − x+ x− xm|
≤ |xn − x|+ |xm − x|
<

ϵ

2
+

ϵ

2
= ϵ

โดยบทนยิาม 3.2.1 สรปุได้วา่ {xn}∞n=1 เปน็ลำดับโคชี
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ตอ่ไปจะพจิารณาการเปน็ลำดับโคชีโดยใช้ทฤษฎบีท 3.2.1 นัน่คอื จะแสดงวา่ลำดับทีพ่-ิ
จารณาน้ันล ูเ่ข้าแล้วจะได้รับผลลัพธว์า่ลำดับดังกลา่วน้ันเปน็ลำดับโคชี

ตัวอยา่ง 3.2.3 จงพจิารณาลำดับ
{

2
√
n

n+1

}∞

n=1
,
{

n2+n−1
n2

}∞

n=1
,
{

cos(n)
n2

}∞

n=1
วา่เปน็ลำดับโคชหีรอื

ไม ่

การพิสจูน์ เน ือ่งจาก

lim
n→∞

n2 + n− 1

n2
= lim

n→∞
1 + lim

n→∞

1

n
− lim

n→∞

1

n2

= 1 + lim
n→∞

1

n
− lim

n→∞

1

n2

= 1

จงึได้วา่
{

n2+n−1
n2

}∞

n=1
เปน็ลำดับล ูเ่ข้า โดยทฤษฎบีท 3.2.1 จะได้วา่

{
n2+n−1

n2

}∞

n=1
เปน็ลำดับโคชี

ซึง่จะเหน็วา่ในตัวอยา่ง 3.2.2 กไ็ด้แสดงแล้ววา่
{

n2+n−1
n2

}∞

n=1
เปน็ลำดับโคชี จงึเปน็ไปตามทฤษฎบีท

3.2.1 และจากตัวอยา่ง 3.1.12 และตัวอยา่ง 3.1.13 ได้แสดงวา่
{

2
√
n

n+1

}∞

n=1
และ

{
cos(n)
n2

}∞

n=1
เปน็

ลำดับล ูเ่ข้า ดังน้ันโดยทฤษฎบีท 3.2.1 จะได้วา่
{

2
√
n

n+1

}∞

n=1
และ

{
cos(n)
n2

}∞

n=1
เปน็ลำดับโคชี

ตอ่ไปนี้จะกลา่วถงึทฤษฎบีททีแ่สดงถงึความสัมพันธร์ะหวา่งลำดับโคชกัีบลำดับทีม่ขีอบเขต

ทฤษฎบีท 3.2.2 ทกุๆ ลำดับโคชเีปน็ลำดับทีม่ขีอบเขต

การพิสจูน์ กำหนดให้ {xn}∞n=1 เปน็ลำดับโคชี และให้ ϵ = 1 > 0 โดยบทนยิาม 3.2.1 จะได้วา่ จะมี
N ∈ N ซึง่ทำให้

|xn − xm| < 1

สำหรับทกุๆ m,n > N กำหนดให้ n0 = N + 1 จะได้วา่ สำหรับทกุๆ n > N

|xn| = |xn − xn0 + xn0 |
≤ |xn − xn0 |+ |xn0 |
< 1 + |xn0 |

เลอืก M = max{|x1|, |x2|, . . . , |xN |, 1 + |xn0 |} จะเหน็วา่

|xn| ≤ M

สำหรับทกุๆ n ∈ N โดยบทนยิาม 3.1.3 สรปุได้วา่ {xn}∞n=1 เปน็ลำดับทีม่ขีอบเขต

ตอ่ไปเปน็ตัวอยา่งทีส่อดคล้องกับทฤษฎบีท 3.2.2

ตัวอยา่ง 3.2.4 จงแสดงวา่ลำดับ
{

n2+n−1
n2

}∞

n=1
เปน็ลำดับทีม่ขีอบเขต
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วิธีทำ จากตัวอยา่ง 3.2.2 ได้แสดงแล้ววา่
{

n2+n−1
n2

}∞

n=1
เปน็ลำดับโคชี ตอ่ไปจงึจะแสดงวา่

{
n2+n−1

n2

}∞

n=1

เปน็ลำดับทีม่ขีอบเขต เนือ่งจาก∣∣∣∣n2 + n− 1

n2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣1 + 1

n
− 1

n2

∣∣∣∣
≤ |1|+

∣∣∣∣ 1n
∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ 1n2

∣∣∣∣
≤ 1 + 1 + 1

= 3

สำหรับทกุๆ n ∈ N ดังน้ัน
{

n2+n−1
n2

}∞

n=1
เปน็ลำดับทีม่ขีอบเขต

ตอ่ไปเปน็ตัวอยา่งของการแสดงวา่บทกลับของทฤษฎบีท 3.2.2 ไมเ่ปน็จรงิ นัน่กค็อืจะแสดง
วา่ทกุๆ ลำดับทีม่ขีอบเขตไมจ่ำเปน็ต้องเปน็ลำดับโคชี ดังตัวอยา่งตอ่ไปนี้

ตัวอยา่ง 3.2.5 จงแสดงวา่ ลำดับ {(−1)n}∞n=1 เปน็ลำดับทีม่ขีอบเขตแตไ่มเ่ปน็ลำดับโคชี

วิธีทำ จากตัวอยา่ง 3.1.10 จะเหน็วา่ {(−1)n}∞n=1 เปน็ลำดับทีม่ขีอบเขต จะเหน็วา่ ถ้า m ทีเ่ปน็
จำนวนคู่ และ n ทีเ่ปน็จำนวนคี่ และเลอืก ϵ = 1 > 0 แล้ว

|(−1)m − (−1)n| = |1 + 1|
= 2

> 1

สำหรับทกุๆ m,n ∈ N โดยบทนยิาม 3.2.1 จะได้วา่ {(−1)n}∞n=1 ไมเ่ปน็ลำดับโคชี

ตอ่ไปจะเปน็คณุสมบัตทิางพชีคณติของลำดับโคชี ยกตัวอยา่งเชน่ สำหรับสองลำดับโคชใีดๆ
บนเซตของจำนวนจรงิ เม ือ่นำมาคณูกันยังคงเปน็ลำดับโคชแีละเมือ่นำมาบวกกันกยั็งคงเปน็ลำดับโคชี
อย ู่ จะเหน็ได้ดังบทพสิจูนต์อ่ไปนี้

ทฤษฎบีท 3.2.3 กำหนดให้ {xn}∞n=1 และ {yn}∞n=1 เปน็ลำดับโคชี แล้ว {xn + yn}∞n=1 และ
{xnyn}∞n=1 เปน็ลำดับโคชี

การพิสจูน์ กำหนดให้ {xn}∞n=1 และ {yn}∞n=1 เปน็ลำดับโคชี
จะแสดงวา่ {xn + yn}∞n=1 เปน็ลำดับโคชี

กำหนดให้ ϵ > 0 และเนือ่งจาก {xn}∞n=1 เปน็ลำดับโคชี จะได้วา่ จะมีN1 ∈ N ซึง่ทำให้

|xm − xn| <
ϵ

2

สำหรับทกุๆ m,n > N1 และเนือ่งจาก {yn}∞n=1 เปน็ลำดับโคชี จะได้วา่ จะมีN2 ∈ N ซึง่ทำให้

|ym − yn| <
ϵ

2
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สำหรับทกุๆ m,n > N2 เลอืก N = max{N1, N2} จะได้วา่ สำหรับทกุๆ m,n > N

|(xm + ym)− (xn + yn)| = |(xm − xn) + (ym − yn)|
≤ |xm − xn|+ |ym − yn|
<

ϵ

2
+

ϵ

2
= ϵ

ดังน้ัน {xn + yn}∞n=1 เปน็ลำดับโคชี
สำหรับการพสิจูนว์า่ {xnyn}∞n=1 เปน็ลำดับโคชี (แบบฝกึหัด)

ตอ่ไปเราจะยกตัวอยา่งประกอบทฤษฎบีท 3.2.3
ตัวอยา่ง 3.2.6 จงแสดงวา่ลำดับ

{
n2+2n−1

n2

}∞

n=1
เปน็ลำดับโคชี

วิธีทำ พจิารณา สำหรับทกุๆ n ∈ N จะได้วา่
n2 + 2n− 1

n2
=

n2 + n− 1

n2
+

1

n

จากตัวอยา่ง 3.2.1 และตัวอยา่ง 3.2.2 ทราบวา่ลำดับ { 1
n

}∞
n=1

และ
{

n2+n−1
n2

}∞

n=1
เปน็ลำดับโคชี

โดยทฤษฎบีท 3.2.3 จะได้วา่
{

n2+2n−1
n2

}∞

n=1
เปน็ลำดับโคชด้ีวย

ตัวอยา่ง 3.2.7 จงแสดงวา่ลำดับ
{

2√
n(n+1)

}∞

n=1
เปน็ลำดับโคชี

วิธีทำ พจิารณา สำหรับทกุๆ n ∈ N จะได้วา่
2√

n(n+ 1)
=

2
√
n

n+ 1
· 1
n

จากตัวอยา่ง 3.2.1 และตัวอยา่ง 3.2.3 จะเหน็วา่ ลำดับ { 1
n

}∞
n=1

และ
{

2
√
n

n+1

}∞

n=1
เปน็ลำดับโคชี โดย

ทฤษฎบีท 3.2.3 จะได้วา่
{

2√
n(n+1)

}∞

n=1
เปน็ลำดับโคชี

3.3 ลำดับทางเดยีวและลำดับยอ่ย
ตอ่ไปจะยังคงนำเสนอเกีย่วกับลักษณะของลำดับ โดยในทีน่ ี้ จะกลา่วถงึบทนยิามของลำ-

ดับทางเดยีวและลำดับยอ่ยบนเซตของจำนวนจรงิ พร้อมท้ังกลา่วถงึทฤษฎบีททีเ่ก ีย่วข้องกับลำดับทาง
เดยีว และจากหัวข้อกอ่นหน้าเราได้แสดงวา่ทกุๆ ลำดับล ูเ่ข้าเปน็ลำดับโคชี จงึเกดิคำถามตามมาวา่แล้ว
บนเซตของจำนวนจรงิลำดับโคชจีะเปน็ลำดับล ูเ่ข้าด้วยหรอืไม ่ (นัน่คอื บทกลับเปน็จรงิหรอืไมนั่น่เอง)
ในหัวข้อนี้ จงึได้แสดงวา่บนเซตของจำนวนจรงิลำดับโคชจีะเปน็ลำดับล ูเ่ข้า โดยได้แสดงบทพสิจูน์ของ
ทฤษฎบีทดังกลา่วไว้ในทฤษฎบีท 3.3.6 นี้ และยิง่ไปกวา่น้ัน ในสว่นนี้ยังได้แสดงอกีวา่ สำหรับลำดับทาง
เดยีวทีม่ขีอบเขตบน (ขอบเขตลา่ง) จะได้วา่เปน็ลำดับล ูเ่ข้าและมคีา่ลมิติเปน็คา่ซพูรมัีม (อนิฟมัิม) ของ
ลำดับน้ันด้วย

ในทีน่ ี้ จะเร ิม่ต้นในสว่นนี้ด้วยการกลา่วถงึบทนยิามของคำวา่ ลำดับทางเดยีวของจำนวนจรงิ
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บทนยิาม 3.3.1 กำหนดให้ {xn}∞n=1 เปน็ลำดับของจำนวนจรงิ จะกลา่ววา่

(1) {xn}∞n=1 เปน็ลำดับเพ่ิมทางเดียว (monotone increasing sequence) กต็อ่เม ือ่

xn ≤ xn+1

สำหรับทกุๆ n ∈ N

(2) {xn}∞n=1 เปน็ลำดับเพ่ิมโดยแท้ (strictly increasing sequence) กต็อ่เม ือ่

xn < xn+1

สำหรับทกุๆ n ∈ N

(3) {xn}∞n=1 เปน็ลำดับลดทางเดียว (monotone decreasing sequence) กต็อ่เม ือ่

xn ≥ xn+1

สำหรับทกุๆ n ∈ N

(4) {xn}∞n=1 เปน็ลำดับลดโดยแท้ (strictly decreasing sequence) กต็อ่เม ือ่

xn > xn+1

สำหรับทกุๆ n ∈ N

(5) {xn}∞n=1 เปน็ลำดับทางเดียว (monotone sequence) กต็อ่เม ือ่ {xn}∞n=1 เปน็ลำดับเพิม่ทาง
เดยีวหรอืลำดับลดลงทางเดยีวอยา่งใดอยา่งหนึง่

ตอ่ไปขอยกตัวอยา่งของลำดับทางเดยีว โดยจะพจิารณาตามบทนยิาม 3.3.1 ทีไ่ด้ให้ไว้ในข้าง
ต้น

ตัวอยา่ง 3.3.1 จงแสดงวา่ ลำดับ
{

3n

(n+1)!

}∞

n=1
เปน็ลำดับลดทางเดยีว

การพิสจูน์ จากโจทยจ์ะเหน็วา่ xn = 3n

(n+1)!
และเนือ่งจาก 1 ≥ 3

n+2
สำหรับทกุๆ n ∈ N จะได้วา่

xn =
3n

(n+ 1)!

≥ 3n

(n+ 1)!
· 3

n+ 2

=
3n+1

(n+ 2)!
= xn+1

โดยบทนยิาม 3.3.1 จะได้วา่
{

3n

(n+1)!

}∞

n=1
เปน็ลำดับลดทางเดยีว



74 บทที่ 3 ลำดับของจำนวนจรงิ

ตัวอยา่ง 3.3.2 กำหนดให้ x1 = 10 และ xn+1 =
1
2
(xn − 1) จงแสดงวา่ลำดับ {xn}∞n=1 เปน็ลำดับ

ทางเดยีว
วิธีทำ กำหนดให้ x1 = 10 จะได้วา่

x2 = x1+1 =
1

2
(x1 − 1) =

1

2
(10− 1) =

9

2
= 4.5

x3 = x2+1 =
1

2
(x2 − 1) =

1

2

(
9

2
− 1

)
=

7

4
= 1.75

x4 = x3+1 =
1

2
(x3 − 1) =

1

2

(
7

4
− 1

)
=

3

8
= 0.375

...
ซึง่จะเหน็วา่ xn ≥ xn+1 สำหรับทกุๆ n ∈ N ดังน้ัน {xn}∞n=1 เปน็ลำดับลดลงทางเดยีว

จากตัวอยา่ง 3.3.2 จะเหน็วา่ลำดับ {xn}∞n=1 เปน็ลำดับทีเ่กดิจากลำดับทีเ่กดิขึ้นมากอ่น โดย
จะกำหนดพจน์แรกของลำดับมาให้ ซึง่จะเรยีกลำดับลักษณะนี้วา่ ลำดับทำซ้ำ (iterative sequence)
และเรยีก x1 วา่ ค่าเริ่มต้น (initial value)

ตอ่ไปจะแสดงการพสิจูนข์องทฤษฎบีททีม่คีวามสัมพันธกั์นระหวา่งลำดับทางเดยีวและการล ู่
เข้า โดยหากทราบวา่ลำดับทีพ่จิารณาเปน็ลำดับทางเดยีวทีม่ขีอบเขตแล้วจะสามารถบอกได้วา่ลำดับน้ัน
ล ูเ่ข้า และยิง่ไปกวา่น้ันยังสามารถบอกคา่ของลมิติของลำดับดังกลา่วได้ด้วย ดังทฤษฎบีทสองทฤษฎตีอ่
ไปนี้
ทฤษฎบีท 3.3.1 ถ้า {xn}∞n=1 เปน็ลำดับเพิม่ทางเดยีวและมขีอบเขตบน แล้ว {xn}∞n=1 เปน็ลำดับล ู่
เข้าและ

lim
n→∞

xn = sup{xn|n ∈ N}

การพิสจูน์ กำหนดให้ {xn}∞n=1 เปน็ลำดับเพิม่ทางเดยีวและเปน็ลำดับทีม่ขีอบเขตบน และให้
A = {xn|n ∈ N}

เน ือ่งจาก {xn}∞n=1 เปน็ลำดับทีม่ขีอบเขตบน ดังน้ัน A เปน็เซตทีม่ขีอบเขตบน โดยสัจพจน์ความบร-ิ
บรูณ์ จะได้วา่ จะมี L ∈ R ซึง่ทำให้ L = supA กำหนดให้จำนวนจรงิ ϵ > 0 จะได้วา่ โดยทฤษฎบีท
1.3.2 จะมีN ∈ N ซึง่ทำให้ xN ∈ A และ

L− ϵ < xN ≤ L

เน ือ่งจาก L = supA จะได้วา่ xn ≤ L สำหรับทกุ n ∈ N และเนือ่งจาก {xn}∞n=1 เปน็ลำดับเพิม่
ทางเดยีว จะได้วา่ ถ้า n > N แล้ว

L− ϵ < xN ≤ xn ≤ L < L+ ϵ

ดังน้ัน
|xn − L| < ϵ

สำหรับทกุๆ n > N โดยบทนยิาม 3.1.2 จะได้วา่ limn→∞ xn = L = sup{xn|n ∈ N}
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ทฤษฎบีท 3.3.2 ถ้า {xn}∞n=1 เปน็ลำดับลดทางเดยีวและมขีอบเขตลา่งแล้ว {xn}∞n=1 เปน็ลำดับล ู่
เข้าและ

lim
n→∞

xn = inf{xn|n ∈ N}

การพิสจูน์ แบบฝกึหัด (คำแนะนำ แสดงทำนองเดยีวกับทฤษฎบีท 3.3.1 )

ตอ่ไปจะแสดงตัวอยา่งทีส่อดคล้องกับทฤษฎบีท 3.3.1

ตัวอยา่ง 3.3.3 จงหาคา่ลมิติของลำดับ
{

n2−1
2n2

}∞

n=1

การพิสจูน์ เน ือ่งจาก xn = n2−1
2n2 จะได้วา่

sup
{
n2 − 1

2n2
|n ∈ N

}
=

1

2

และจาก 1
2n2 ≥ 1

2(n+1)2
สำหรับทกุๆ n ∈ N จงึทำให้ได้วา่

xn =
n2 − 1

2n2
=

1

2
− 1

2n2
≤ 1

2
− 1

2(n+ 1)2
=

(n+ 1)2 − 1

2(n+ 1)2
= xn+1

จะเหน็ได้วา่ xn = n2−1
2n2 เปน็ลำดับเพิม่ขึ้นทางเดยีว โดยทฤษฎบีท 3.3.1 จะได้ผลลัพธว์า่

lim
n→∞

n2 − 1

2n2
= sup

{
n2 − 1

2n2
|n ∈ N

}
=

1

2

จากทฤษฎบีท 3.1.4 ได้แสดงแล้ววา่ลำดับล ู่เข้า เปน็ลำดับที่ม ีขอบเขตและจากทฤษฎบีท
3.3.1 และทฤษฎบีท 3.3.2 กไ็ด้แสดงวา่ลำดับทางเดยีวทีม่ขีอบเขตเปน็ลำดับทีล่ ูเ่ข้า จากทีก่ลา่วมา
ข้างต้นจงึทำให้ได้ผลลัพธท์ ีส่ำคัญตามทฤษฎบีทตอ่ไปนี้

บทแทรก 3.3.1 กำหนดให้ {xn}∞n=1 เปน็ลำดับทางเดยีวของจำนวนจรงิ จะได้วา่ {xn}∞n=1 เปน็ลำดับ
ล ูเ่ข้า กต็อ่เม ือ่ {xn}∞n=1 เปน็ลำดับทีม่ขีอบเขต

การพิสจูน์ (⇒) จะแสดงวา่ {xn}∞n=1 เปน็ลำดับทีม่ขีอบเขต ซึง่ได้รับโดยตรงจากทฤษฎบีท 3.1.4
(⇐) จะต้องแสดงวา่ {xn}∞n=1 เปน็ลำดับล ูเ่ข้า จากทฤษฎบีท 3.3.1 และทฤษฎบีท 3.3.2 จะทำให้ได้
รับผลลัพธต์ามทีต้่องการ

ยิง่ไปกวา่น้ัน ในบทแทรกตอ่ไปยังได้แสดงอกีวา่ หากลำดับทีพ่จิารณาน้ันเปน็ลำดับเพิม่หรอื
ลดลงทางเดยีวซึง่ไมม่ขีอบเขตแล้วลำดับน้ันจะเข้าส ูค่า่อนันต์ ดังการพสิจูนต์อ่ไปนี้

บทแทรก 3.3.2 กำหนดให้ {xn}∞n=1 เปน็ลำดับบนจำนวนจรงิ แล้วข้อความตอ่ไปนี้เปน็จรงิ

(1) ถ้า {xn}∞n=1 เปน็ลำดับทีไ่มม่ขีอบเขตและเปน็ลำดับเพิม่ขึ้น แล้ว limn→∞ xn = +∞

(2) ถ้า {xn}∞n=1 เปน็ลำดับทีไ่มม่ขีอบเขตและเปน็ลำดับลดลง แล้ว limn→∞ xn = −∞
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การพิสจูน์ แบบฝกึหัด

จากบทแทรก 3.3.2 จงึขอยกตัวอยา่งเพือ่ความเข้าใจของผ ู้เรยีนดังตัวอยา่งตอ่ไปนี้

ตัวอยา่ง 3.3.4 จงหาคา่ลมิติของลำดับ {n2 + 2n+ 1}∞n=1

การพิสจูน์ สำหรับทกุๆ M ∈ R โดยสมบัตขิองอารค์มีเีดยีน ข้อ (2) จะมี n ∈ N ซึง่ทำให้

M < n < n2 < n2 + 2n+ 1 = |n2 + 2n+ 1|

โดยบทนยิาม 3.1.3 จะได้วา่ {n2 + 2n+ 1}∞n=1 เปน็ลำดับทีไ่มม่ขีอบเขต และจาก {n2 + 2n+ 1}∞n=1

เปน็ลำดับเพิม่ขึ้น ดังน้ัน โดยบทแทรก 3.3.2 ข้อ (1) จะได้วา่

lim
n→∞

(n2 + 2n+ 1) = +∞

ในสว่นถัดไป จะขอแนะนำลำดับยอ่ยเพราะวา่ในการพจิารณาลำดับน้ัน การพจิารณาบาง
อยา่งอาจจะไมจ่ำเปน็ต้องนำลำดับท้ังหมดมาพจิารณา เราสามารถทีจ่ะนำสว่นหนึง่ของลำดับมาใช้ใน
การพจิารณากท็ำให้ได้ผลลัพธต์ามต้องการได้ ดังน้ัน จงึจะขอแนะนำให้ผ ู้อา่นได้ร ู้จักลำดับยอ่ยกอ่น ดัง
บทนยิามตอ่ไปนี้

บทนยิาม 3.3.2 กำหนดให้ {xn}∞n=1 เปน็ลำดับของจำนวนจรงิ และให้ {xnk
}∞k=1 เปน็ลำดับของ

จำนวนนับซึง่ n1 < n2 < n3 < . . . จะเรยีกลำดับ {xnk
}∞k=1 วา่เปน็ลำดับย่อย (subsequence)

ของลำดับ {xn}∞n=1

ตอ่ไปจะขอยกตัวอยา่งของลำดับยอ่ยตามบทนยิามทีไ่ด้กลา่วไว้ข้างต้น

ตัวอยา่ง 3.3.5 กำหนดให้ {xn}∞n=1 =
{

1
n

}∞
n=1

=
{
1, 1

2
, 1
3
, . . .

} จงยกตัวอยา่งของลำดับยอ่ยของ
ลำดับดังกลา่ว

วิธีทำ จาก {xn}∞n=1 =
{

1
n

}∞
n=1

=
{
1, 1

2
, 1
3
, . . .

} จะเหน็วา่ ถ้ากำหนดให้

{xni
}∞i=1 =

{
1

2i

}∞

i=1

=

{
1

2
,
1

4
,
1

6
, . . .

}
{
xnj

}∞
j=1

=

{
1

2j + 1

}∞

j=1

=

{
1,

1

3
,
1

5
, . . .

}
{xnk

}∞k=1 =

{
1

k2

}∞

k=1

=

{
1,

1

4
,
1

9
, . . .

}
จะได้วา่ {xni

}∞i=1 ,
{
xnj

}∞
j=1

, {xnk
}∞k=1 เปน็ลำดับยอ่ยของลำดับ { 1

n

}∞
n=1

และยังมอีกีหลายแบบ
ทีเ่ปน็ลำดับยอ่ยของ { 1

n

}∞
n=1

อกี

ทฤษฎบีทตอ่ไปนี้เปน็ทฤษฎบีททีเ่ก ีย่วข้องกับลำดับยอ่ย โดยจะแสดงวา่หากลำดับทีพ่จิารณา
น้ันล ูเ่ข้าแล้วลำดับยอ่ยของลำดับดังกลา่วจะล ูเ่ข้าส ูค่า่เดยีวกัน ดังทฤษฎบีทตอ่ไปนี้
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ทฤษฎบีท 3.3.3 กำหนดให้ {xn}∞n=1 เปน็ลำดับของจำนวนจรงิ ถ้า limn→∞ xn = x แล้ว สำหรับ
ทกุๆ ลำดับยอ่ยของ {xn}∞n=1 จะล ูเ่ข้าส ู่ x

การพิสจูน์ กำหนดให้ limn→∞ xn = x และ {xnk
}∞k=1 เปน็ลำดับยอ่ยของ {xn}∞n=1 จะได้วา่ สำ-

หรับทกุๆ จำนวนจรงิ ϵ > 0 จะมีN ∈ N ซึง่ทำให้

|xn − x| < ϵ

สำหรับทกุๆ n > N

ตอ่ไปเราจะแสดงวา่ ถ้า nk < nk+1 สำหรับทกุๆ k ∈ N แล้ว nk ≥ k สำหรับทกุๆ
k ∈ N ซึง่จะพสิจูน์โดยการใช้อปุนัยเชงิคณติศาสตร์ สมมตใิห้ P (n) แทนข้อความ "ถ้า nk < nk+1

แล้ว nk ≥ k"

1. จะแสดงวา่ P (1) เปน็จรงิ จะเหน็วา่ ถ้า n1 < n2 แล้ว n1 ≥ 1 เปน็จรงิเสมอ จงึทำให้ได้วา่
P (1) เปน็จรงิ

2. ตอ่ไปสมมตใิห้ P (k) เปน็จรงิ นัน่คอื ถ้า nk < nk+1 แล้ว nk ≥ k จะแสดงวา่ P (k + 1) เปน็
จรงิ
เน ือ่งจาก nk ≥ k และ nk < nk+1 จงึเหน็ได้ชัดแจนวา่ nk+1 ≥ k + 1 ดังน้ัน P (k + 1) เปน็
จรงิ

โดยหลักการใช้อปุนัยเชงิคณติศาสตร์ จงึทำให้ได้วา่ ข้อความนี้ เปน็จรงิ ถ้า nk < nk+1 สำหรับทกุๆ
k ∈ N แล้ว nk ≥ k สำหรับทกุๆ k ∈ N จากทีพ่สิจูนข้์างต้น จงึทำให้ได้วา่ สำหรับ k > N จะได้วา่
nk ≥ k > N ทำให้ได้รับวา่

|xnk
− x| < ϵ

นัน่คอื limn→∞ xnk
= x

ตัวอยา่งตอ่ไปนี้ เปน็การนำทฤษฎบีท 3.3.3 มาชว่ยในการพจิารณาการล ูเ่ข้าของลำดับโดยใช้
การพจิารณาจากลำดับยอ่ยนัน่เอง

ตัวอยา่ง 3.3.6 จงพจิารณาวา่ ลำดับ {(−1)n(2n)}∞n=1 เปน็ลำดับล ูเ่ข้าหรอืล ูอ่อก

การพิสจูน์ เน ือ่งจาก {(−1)n(2n)}∞n=1 = {−2, 4,−6, 8,−10, 12, . . .} สำหรับทกุๆ n ∈ N เลอืก
ลำดับยอ่ย

{xnk
}∞k=1 = {x2n}∞n=1 = {4, 8, 12, . . .} = {4n}∞n=1

พจิารณาลำดับ n ≤ 4n โดยตัวอยา่ง 3.1.16 จะได้วา่ limn→∞ n = +∞ โดยทฤษฎบีท 3.1.12 จะได้
วา่

lim
n→∞

4n = +∞

เน ือ่งจาก {4n}∞n=1 เปน็ลำดับยอ่ยของ {(−1)n(2n)}∞n=1 และ {4n}∞n=1 เปน็ลำดับล ูอ่อก โดยทฤษ-
ฎบีท 3.3.3 โดยการแย้งสลับทีจ่ะได้วา่ ถ้ามลีำดับยอ่ยของ {xn}∞n=1 ไมล่ ูเ่ข้าแล้ว {xn}∞n=1 ไมล่ ูเ่ข้า จงึ
ทำให้ได้วา่ {(−1)n(2n)}∞n=1 เปน็ลำดับล ูอ่อก
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ตอ่ไปจะเปน็การพสิจูนว์า่ถ้าลำดับยอ่ยของลำดับทีพ่จิารณาน้ันล ูเ่ข้าส ูล่มิติท ีแ่ตกตา่งกันแล้ว
ลำดับดังกลา่วน้ันจะเปน็ลำดับทีล่ ูอ่อก ดังรายละเอยีดตอ่ไปนี้

ทฤษฎบีท 3.3.4 กำหนดให้ {xn}∞n=1 เปน็ลำดับของจำนวนจรงิ ถ้าม ีลำดับยอ่ย {xnk
}∞k=1 ของ

{xn}∞n=1 ลูเ่ข้าส ู่ x และมลีำดับยอ่ย {xnj

}∞
j=1

ของ {xn}∞n=1 ลูเ่ข้าส ู่ y และ x ̸= y แล้ว {xn}∞n=1

เปน็ลำดับล ูอ่อก

การพิสจูน์ กำหนดให้ มลีำดับยอ่ย {xnk
}∞k=1 และ

{
xnj

}∞
j=1

ของ {xn}∞n=1 ซึง่
limn→∞ xnk

= x และ limn→∞ xnj
= y

และ x ̸= y จะแสดงวา่ {xn}∞n=1 เปน็ลำดับล ูอ่อก จะพสิจูนโ์ดยการหาข้อขัดแย้ง
สมมตใิห้ {xn}∞n=1 เปน็ลำดับล ูเ่ข้า โดยทฤษฎบีท 3.3.3 จะได้วา่ ทกุๆ ลำดับยอ่ยของ {xn}∞n=1 เปน็
ลำดับล ูเ่ข้าและล ูเ่ข้าไปยังลมิติเพยีงคา่เดยีวเทา่น้ัน จงึเกดิข้อขัดแย้งกับที่ x ̸= y ดังน้ัน {xn}∞n=1 เปน็
ลำดับล ูอ่อก

ตอ่ไปเปน็ตัวอยา่งประกอบทฤษฎบีท 3.3.4

ตัวอยา่ง 3.3.7 จงพจิารณาลำดับ
{
(−1)n(2n

2+1
n2 )

}∞

n=1
เปน็ลำดับล ูเ่ข้าหรอืล ูอ่อก

การพิสจูน์ เน ือ่งจากลำดับทีก่ำหนดให้ ทำให้ได้วา่

{xni
}∞i=1 =

{
2i2+1
i2

}∞

i=1
และ {xnk

}∞k=1 =
{
−2k2+1

k2

}∞

k=1

เปน็ลำดับยอ่ยของ {
(−1)n

(
2n2 + 1

n2

)}∞

n=1

เน ือ่งจาก
lim
i→∞

(
2i2 + 1

i2

)
= 2

และ
lim
i→∞

(
−2k2 + 1

k2

)
= −2

โดยทฤษฎบีท 3.3.4 จะได้วา่
{
(−1)n(2n

2+1
n2 )

}∞

n=1
เปน็ลำดับล ูอ่อก

ตอ่ไปจะแสดงบทพสิจูนข์องทฤษฎบีททีว่า่ ทกุลำดับโคชขีองจำนวนจรงิเปน็ลำดับล ูเ่ข้า แตใ่น
การทำการพสิจูนท์ฤษฎบีทนี้ ต้องใช้ความร ู้และทฤษฎบีททีม่าใช้ในการพสิจูนเ์ปน็ทฤษฎบีทซึง่เก ีย่วข้อง
กับลำดับยอ่ย โดยเปน็ทฤษฎบีทหนึง่ท ีเ่ปน็ทีร่ ู้จักกันดี นัน่คอื ทฤษฎบีทโบซาโน-ไวแยรส์ตราสสส์ำหรับ
ลำดับ ดังจะกลา่วถงึในทฤษฎบีทตอ่ไปนี้

ทฤษฎบีท 3.3.5 [ทฤษฎบีทโบซาโน-ไวแยรส์ตราสสส์ำหรับลำดับ (Bolzano-Weierstrass theorem
for sequences)] กำหนดให้ {xn}∞n=1 เปน็ลำดับทีม่ขีอบเขตของจำนวนจรงิ จะได้วา่ จะมลีำดับยอ่ย
ทีล่ ูเ่ข้าของลำดับ {xn}∞n=1
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การพิสจูน์ กำหนดให้ {xn}∞n=1 เปน็เซตทีป่ระกอบด้วยเซตจำกัด โดยสมมตวิา่ {xn}∞n=1 ประกอบ
ด้วยสมาชกิ 3 ตัว คอื a, b และ c และเปน็เซตตอ่ไปนี้

{n : xn = a}, {n : xn = b}, {n : xn = c}

แล้วหนึง่ในเซตข้างต้นมสีมาชกิจำนวนอนันต์ ถ้าสมมตวิา่ {n : xn = c} เปน็เซตทีม่สีมาชกิจำนวน
อนันตแ์ละพจิารณาลำดับยอ่ย {xni

}∞i=1 ของ {xn}∞n=1 ซึง่ทำให้

xni
= c

และ n1 < n2 < n3 < . . . แล้ว {xni
}∞i=1 จะได้วา่ xni

→ c

ตอ่ไปจะพจิารณาวา่ {xn}∞i=1 ประกอบด้วยเซตทีม่สีมาชกิเปน็จำนวนอนันต์
เน ือ่งจาก {xn}∞i=1 เปน็ลำดับทีม่ขีอบเขต จะมจีำนวนจรงิ b และ d ซึง่ทำให้ b ≤ an ≤ d สำหรับทกุๆ
n ∈ N เลอืก c = 1

2
(d−b) แล้ว ชว่งปดิใดชว่งปดิหนึง่ของ [b, c] และ [c, d] บรรจสุมาชกิจำนวนอนันต์

ของ {xn}∞i=1 ถ้า [b, c] บรรจสุมาชกิจำนวนอนันต์ของ {xn}∞i=1 เราจะเลอืก b1 = b และ d1 = c

และถ้า [c, d] บรรจสุมาชกิจำนวนอนันต์ของ {xn}∞i=1 เราจะเลอืก b1 = c และ d1 = d ดังน้ัน จงึ
เลอืกสมาชกิ xn1 ของ {xn}∞i=1 โดยที่ xn1 ∈ [b1, d1]

ตอ่ไปสำหรับ [b1, d1] นยิามวา่ c1 = 1
2
(d1 − b1) ดังน้ัน ชว่งปดิใดชว่งปดิหนึง่ของ [b1, c1]

และ [c1, d1] บรรจสุมาชกิจำนวนอนันต์ของ {xn}∞i=1 ในทีน่ ี้จงึขอสมมตใิห้ [b1, c1] บรรจสุมาชกิจำ-
นวนอนันต์ จงึเลอืก b2 = b1 และ d2 = c1 และนยิาม [b2, d2] ดังน้ันจงึเลอืกสมาชกิ xn2 ของ {xn}∞i=1

ด้วย n1 < n2 ซึง่ xn2 ∈ [b2, d2] และ xn2 ̸= xn1 ตอ่จากน้ันจะนยิาม [b3, d3] และเลอืก xn3 ของ
{xn}∞i=1 โดยที่ n1 < n2 < n3 ซึง่ xn3 ∈ [b3, d3] และ xn3 ̸= xn2 และ xn3 ̸= xn1 โดยข้ันตอนวธิ ี
ดังกลา่วนี้ จะเลอืกลำดับของชว่งปดิ

[b, d] ⊃ [b1, d1] ⊃ [b2, d2] ⊃ [b3, d3] ⊃ . . . ⊃ [bn, dn] ⊃ . . .

และ {xnk
}∞k=1 ซึง่ทำให้ xn1 ∈ [b1, d1], xn2 ∈ [b2, d2], . . . จงึทำให้ได้วา่

b1 ≤ b2 ≤ b3 ≤ . . . ≤ d, d1 ≥ d2 ≥ d3 ≥ . . . ≥ b

และ
bk ≤ xnk

≤ dk

สำหรับ k = 1, 2, 3, . . . ยิง่ไปกวา่น้ัน เนือ่งจาก

dk − bk =
1

2k
(d− b) → 0

เม ือ่ k → ∞ โดยทฤษฎบีท 3.3.1 และทฤษฎบีท 3.3.2 จะได้วา่ จะมี x0 ซึง่ทำให้

lim
k→∞

bk = lim
k→∞

dk = x0

แตใ่นความเปน็จรงิแล้ว จากทฤษฎบีท 3.3.1 และทฤษฎบีท 3.3.2 จะได้วา่ จะมี x0 และ y0 ซึง่ทำให้
limk→∞ bk = x0 และ limk→∞ dk = y0 จงึทำให้ได้วา่

|x0 − y0| ≤ |x0 − bk|+ |bk − dk|+ |dk − y0|
→ 0
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ดังน้ัน x0 = y0 โดยทฤษฎบีท 3.1.3 จะได้วา่

lim
k→∞

xnk
= x0

ทฤษฎบีท 3.3.6 ทกุลำดับโคชขีองจำนวนจรงิเปน็ลำดับล ูเ่ข้า

การพิสจูน์ แบบฝกึหัด

ในสดุท้ายของหัวข้อนี้ จะกลา่วถงึอกีหนึง่ใจความหลักของเร ือ่งลมิติ นัน่คอื ลมิติซพูเีรยีร์
และลิม ิตอนิฟเิรยีร์ของลำดับของจำนวนจรงิ โดยในทีน่ ี้ จะขอแนะนำบทนยิามของลิมติซพู ีเรยีร์และ
ลมิติอนิฟเิรยีร์ของลำดับของจำนวนจรงิ และบางคณุสมบัตพิ ื้นฐานทีส่ำคัญของลมิติซพูเีรยีร์และลมิ ิ
ตอนิฟเิรยีรข์องลำดับของจำนวนจรงิ ดังตอ่ไปนี้

บทนยิาม 3.3.3 กำหนดให้ {an}∞n=1 เปน็ลำดับทีม่ขีอบเขต และให้

S = {x ∈ R| x เปน็ลมิติของบางลำดับยอ่ย {ank
}∞k=1 ของ {an}∞n=1}

จะนยิาม ลิมิตซพีูเรียร์ (limit superior) ของลำดับ {an}∞n=1 คอื คา่ของ supS ซึง่เปน็จำนวนจรงิ และ
เขยีนแทนด้วย

lim
n→∞

sup an = supS

และจะนยิาม ลิมิตอินฟเิรียร์ (limit infirior) ของลำดับ {an}∞n=1 คอื คา่ของ infS ซึง่เปน็จำนวนจรงิ
และเขยีนแทนด้วย

lim
n→∞

inf an = infS

ตอ่ไปเปน็ทฤษฎบีททีเ่ก ีย่วข้องกับลมิติซพูเีรยีรแ์ละลมิติอนิฟเิรยีร์

ทฤษฎบีท 3.3.7 กำหนดให้ {an}∞n=1 เปน็ลำดับทีม่ขีอบเขต ถ้า L = limn→∞ sup an และ I =

limn→∞ inf an แล้ว สำหรับแตล่ะจำนวนจรงิ ϵ > 0 จะมีN ∈ N ซึง่ทำให้

I − ϵ < an < L+ ϵ

สำหรับทกุๆ n > N

การพิสจูน์ กำหนดให้ L = limn→∞ sup an และ I = limn→∞ inf an และจำนวนจรงิ ϵ > 0

สมมตวิา่ม ี n ∈ N ซึง่ an ≥ L + ϵ เปน็จำนวนอนันต์ จะได้วา่ จะมลีำดับของจำนวนนับ
n1 < n2 < n3 < . . . ซึง่ทำให้

ank
≥ L+ ϵ

สำหรับทกุ k ∈ N เน ือ่งจาก {ank
}∞k=1 เปน็ลำดับยอ่ยของลำดับ {an}∞n=1 ทำให้ได้วา่ {ank

}∞k=1 เปน็
ลำดับทีม่ขีอบเขต โดยทฤษฎบีท 3.3.5 จะได้วา่ จะมลีำดับยอ่ย {ankj

}∞j=1 ของลำดับ {ank
}∞k=1 เปน็
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ลำดับล ูเ่ข้า โดยกำหนดให้ limj→∞ ankj
= x เน ือ่งจาก {ankj

}∞j=1 เปน็ลำดับยอ่ยของลำดับ {an}∞n=1

ทำให้ได้วา่ x ∈ S ตามบทนยิาม 3.3.3 และเนือ่งจาก ank
≥ L+ ϵ จงึทำให้

x ≥ L+ ϵ

จงึเกดิข้อขัดแย้งกับที่ L = supS ดังน้ัน จะมี n ∈ N เปน็จำนวนจำกัด ซึง่ทำให้ an ≥ L + ϵ และ
ทำให้ได้วา่ จะมีN1 ∈ N ซึง่ทำให้

an < L+ ϵ

สำหรับทกุๆ n > N1

ในทำนองเดยีวกัน จะได้วา่ จะมีN2 ∈ N ซึง่ทำให้

I − ϵ < an

สำหรับทกุๆ n > N2 กำหนดให้ N = max{N1, N2} จะได้วา่

I − ϵ < an < L+ ϵ

สำหรับทกุๆ n > N

จากทฤษฎบีทข้างต้นทำให้ได้รับผลลัพธต์ามมาดังตอ่ไปนี้

บทแทรก 3.3.3 กำหนดให้ {an}∞n=1 เปน็ลำดับทีม่ ีขอบเขต ดังน้ัน limn→∞ an = A ก็ตอ่เม ือ่
limn→∞ sup an = A = limn→∞ inf an

การพิสจูน์ (⇒) กำหนดให้ limn→∞ an = A โดยทฤษฎบีท 3.3.3 จะได้วา่ ทกุๆ ลำดับยอ่ยของ an
จะล ูเ่ข้าส ู่ A นัน่คอื S = {A} จงึทำให้ได้วา่

lim
n→∞

sup an = supS = A = infS = lim
n→∞

inf an

(⇐) กำหนดให้ limn→∞ sup an = A = limn→∞ inf an โดยทฤษฎบีท 3.3.7 จะได้วา่ จะมีN ∈ N
ซึง่ทำให้

A− ϵ < an < A+ ϵ

สำหรับทกุๆ n > N จงึทำให้ได้วา่
|an − A| < ϵ

สำหรับทกุๆ n > N ดังน้ัน limn→∞ an = A

3.4 บทสรปุ
จากทีก่ลา่วมาท้ังหมดนี้ ได้เร ิม่ต้นจากการให้บทนยิามของลำดับของจำนวนจรงิ ซึง่เปน็ส ิง่ท ี่

ร ู้จักกันดใีนรายวชิาทางด้านแคลคลัูส และตอ่จากน้ันจงึนำเสนอบทนยิามของการล ูเ่ข้าของลำดับ พร้อม
ยกตัวอยา่งของลำดับล ูเ่ข้าและแสดงวธิพีสิจูน์โดยใช้บทนยิามการล ูเ่ข้าของลำดับ ยิง่ไปกวา่น้ัน ยังได้
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นำเสนอบทพสิจูนข์องคณุสมบัตขิองลมิติของลำดับ ซึง่ถกูนำไปใช้ในการประยกุตใ์ช้อย ูเ่สมอ โดยอกีส ิง่
หนึง่ท ีน่า่สนใจในบทนี้คอื การแนะนำลำดับอกีชนดิหนึง่ซึง่เปน็ลำดับทีส่ำคัญในการนำไปใช้เปน็เคร ือ่ง
มอืในการพสิจูน์ทางการวเิคราะห์เชงิคณติศาสตร์ นัน่คอื ลำดับโคชี โดยทฤษฎบีททีมั่กจะถกูนำไปใช้
เปน็เคร ือ่งมอืในการพสิจูน์กค็อื สำหรับลำดับโคชจีะเปน็ลำดับทีม่ขีอบเขต และทกุๆ ลำดับล ูเ่ข้าเปน็
ลำดับโคชี และยิง่ไปกวา่น้ัน ลำดับโคชยัีงได้ถกูนำไปใช้ในการพจิารณาความบรบิรูณ์ ซึง่จะถกูศกึษาใน
ระดับทีส่งูขึ้น และถ้าหากเซตทีพ่จิารณาเปน็เซตของจำนวนจรงิแล้ว ทกุๆ ลำดับโคชเีปน็ลำดับล ูเ่ข้าด้วย
แตส่ำหรับบนปรภิมูอิ ืน่ๆ หากเปน็ลำดับโคชแีล้วอาจจะไมล่ ูเ่ข้ากไ็ด้ และในหัวข้อสดุท้ายของบทนี้ เรา
ได้กลา่วถงึลักษณะของลำดับทางเดยีวและลำดับยอ่ย พร้อมท้ังมยีกตัวอยา่งประกอบ และทฤษฎบีทที่
เก ีย่วข้องลำดับทางเดยีวและสดุท้ายนี้ ได้แนะนำให้ผ ู้อา่นได้ทราบถงึลมิติซพูรเีรยีร์และลมิติอนิฟเิรยีร์
ของลำดับด้วย

แบบฝกึหัดท้ายบท
1. จงพสิจูนว์า่ limn→∞

1
nk = 0 เม ือ่ k ∈ I+

2. จงหาคา่ลมิติของลำดับ { 1
nk }∞n=1 สำหรับ k ∈ N

3. จงหาคา่ของ limn→∞
4n2−7
2n3−5

4. จงหาคา่ของ limn→∞
(−1)n

n2

5. จงแสดงวา่ limn→∞
3n+1
n+2

= 3

6. จงแสดงวา่ limn→∞
n2

2n
= 0

7. จงหาคา่ของ limn→∞
n2

n!

8. กำหนดให้ {xn}∞n=1 เปน็ลำดับของจำนวนจรงิบวก จงพสิจูน์วา่ ถ้า limn→∞
1
xn

= 0 แล้ว
limn→∞ xn = +∞ (บทกลับของทฤษฎบีท 3.1.11)

9. จงพสิจูนท์ฤษฎบีท 3.1.12 ข้อ 2.

10. จงพสิจูนว์า่ ถ้ากำหนดให้ {xn}∞n=1 และ {yn}∞n=1 เปน็ลำดับโคชี แล้ว {xnyn}∞n=1 เปน็ลำดับ
โคชี

11. จงพสิจูนว์า่ (1 + r)n ≥ 1 + nr เม ือ่ r > 0 และ n เปน็จำนวนนับ โดยใช้หลักการอปุนัยเชงิ
คณติศาสตร์

12. จงพสิจูนท์ฤษฎบีท 3.3.6 (ข้อเสนอแนะ: ใช้ทฤษฎบีท 3.2.2 และทฤษฎบีท3.3.5)

13. จงพสิจูนว์า่ ถ้า |x| < 1 แล้ว limn→∞ xn = 0
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14. จงพสิจูนว์า่ limn→∞ n
1
n = 1 (ข้อเสนอแนะ: ให้ bn = n

1
n − 1 และใช้ทฤษฎบีททวนิาม)

15. จงพสิจูนท์ฤษฎบีท 3.3.2



 



บทที่ 4
ลมิติของฟงักชั์น

จากการศกึษาในบทที่ 3 น้ัน ได้กลา่วถงึเร ือ่งของลิมติแตเ่ปน็ล ิมติของลำดับบนเซตของ
จำนวนจรงิเทา่น้ัน ซึง่โดยทัว่ไปเร ือ่งของลมิติจะมเีน ื้อหาทีค่อ่นข้างมาก และนำไปประยกุตใ์ช้งานหลาย
ด้าน แตพ่ ื้นฐานความร ู้แคล่มิติของลำดับยังคงไมเ่พยีงพอ ในบทนี้จงึจะกลา่วถงึการหาคา่ของลมิติของ
ฟงักชั์น ซึง่ในการศกึษาลมิติของลำดับ (ในบทที่ 3 ) น้ันจะเปน็เพยีงแคก่รณเีฉพาะกรณหีนึง่ของลมิติ
ของฟงักชั์นเทา่น้ัน ดังจะเหน็ได้จากการนยิามของลำดับวา่ ลำดับเปน็เพยีงฟงักชั์นชนดิหนึง่เทา่น้ัน ดัง
น้ัน ในบทนี้จงึขอเร ิม่จากการกลา่วถงึบทนยิามของลมิติของฟงักชั์น พร้อมยกตัวอยา่งการหาลมิติของ
ฟงักชั์นโดยพจิารณาจากการใช้บทนยิามของลมิติ นำเสนอคณุสมบัตติา่งๆ ของลมิติฟงักชั์นพร้อมบท
พสิจูน์ของคณุสมบัตเิหลา่น้ันและได้ให้บทนยิามของฟงักชั์นทีม่ขีอบเขต และยังกลา่วถงึความสัมพันธ์
ของฟงักชั์นทีม่คีา่ลมิติกับฟงักชั์นทีม่ขีอบเขตโดยได้แสดงไว้ในทฤษฎบีท 4.1.2 นอกจากนี้ ยังทราบกัน
ดวีา่ในการพจิารณาคา่ของลมิติทางการคำนวณหรอืในทางแคลคลัูสน้ัน สามารถพจิารณาได้จากคา่ลมิติ
ทางซ้าย (ทางลบ) และคา่ลมิติทางขวา (ทางบวก) โดยพจิารณาวา่ถ้าคา่ลมิติทางซ้ายมคีา่เทา่กับคา่ลมิติ
ทางขวา จะทำให้สรปุได้วา่ คา่ลมิติน้ันจะล ูเ่ข้า ในสว่นนี้จงึได้เขยีนบทพสิจูน์ของข้อความดังกลา่วไว้ใน
ทฤษฎบีท 4.2.1 พร้อมท้ังแนะนำการล ูเ่ข้าของลมิติของฟงักชั์นทางซ้ายและทางขวา และในสว่นสดุท้าย
ของบทนี้ ยังได้กลา่วถงึลมิติท ีอ่นันต์ และลมิติคา่อนันตข์องฟงักชั์น พร้อมท้ังทฤษฎบีททีเ่ก ีย่วข้อง ท้ังนี้
เพ ือ่ให้ผ ู้อา่นได้มคีวามร ู้พ ื้นฐานในเร ือ่งของลมิติอยา่งครบถ้วน โดยเปา้หมายของการศกึษาในหัวข้อนี้
มคีวามม ุง่หวังทีจ่ะให้ผ ู้อา่นได้เหน็ทีม่าและการพสิจูน์ทฤษฎบีทตา่งๆ ทีผ่ ู้อา่นได้เคยนำความร ู้ เหลา่น ี้
ไปใช้ในการคำนวณทางแคลคลัูสมาโดยตลอด และผ ู้อา่นจะได้ทราบถงึส ิง่ท ีค่วรต้องคำนงึถงึในการนำ
ทฤษฎบีทตา่งๆ เหลา่นี้ ไปประยกุต์ใช้ ยกตัวอยา่งเชน่ เม ือ่จะใช้คณุสมบัตขิองลมิติ limx→a[f(x) +

g(x)] = limx→a f(x) + limx→a g(x) ต้องทราบกอ่นวา่ limx→a f(x) และ limx→a g(x) หาคา่ล ิ
มติได้ จงึจะนำคณุสมบัตนิ ี้ไปใช้ได้ เปน็ต้น

4.1 ลมิติของฟงักชั์น
การเร ิม่ต้นในหัวข้อนี้ จะขอกลา่วถงึบทนยิามของลมิติของฟงักชั์นกอ่น ดังบทนยิามตอ่ไปนี้

บทนยิาม 4.1.1 กำหนดให้ f เปน็ฟงักชั์นทีน่ยิามบนบางยา่นใกล้เคยีงของจดุ a จะกลา่ววา่ L เปน็ค่า
ลิมิตของ f ท่ีจดุ a (limit of f at a) กต็อ่เม ือ่ สำหรับทกุๆ จำนวนจรงิ ϵ > 0 จะมจีำนวนจรงิ δ > 0

ซึง่ทำให้

ถ้า 0 < |x− a| < δ แล้ว |f(x)− L| < ϵ

ซึง่เขยีนแทนด้วย limx→a f(x) = L ดังรปู 4.1
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รปูที่ 4.1: คา่ลมิติของ f ทีจ่ดุ a

จากบทนยิาม 4.1.1 ยังสามารถเขยีนได้อกีอยา่งวา่ limx→a f(x) = L กต็อ่เม ือ่ สำหรับ
แตล่ะยา่นใกล้เคยีง N(L, ϵ) ของจดุ L จะต้องมยีา่นใกล้เคยีง N∗(a, δ) ของจดุ a ซึง่ทำให้ ถ้า x ∈
N∗(a, δ) แล้ว f(x) ∈ N(L, ϵ)

ตอ่ไปเปน็ตัวอยา่งของการพจิารณาคา่ของลมิติ โดยใช้บทนยิาม 4.1.1 มาใช้ในการพสิจูน์ ดัง
ตัวอยา่งตอ่ไปนี้

ตัวอยา่ง 4.1.1 จงแสดงวา่ limx→3
x2−25
x−5

= 8 เม ือ่ x ̸= 5

การพิสจูน์ กำหนดให้จำนวนจรงิ ϵ > 0 และเลอืก δ = ϵ จะได้วา่ ถ้า 0 < |x− 3| < δ แล้ว

|f(x)− L| =

∣∣∣∣x2 − 25

x− 5
− 8

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣(x− 5)(x+ 5)

x− 5
− 8

∣∣∣∣
= |x+ 5− 8|
= |x− 3|
< δ

= ϵ

ดังน้ัน โดยบทนยิาม 4.1.1 จะได้วา่ limx→3
x2−25
x−5

= 8

ตัวอยา่ง 4.1.2 จงแสดงวา่ limx→−1

(
2x2+3x+1

x+1

)
= −1 เม ือ่ x ̸= −1
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การพิสจูน์ กำหนดให้จำนวนจรงิ ϵ > 0 และเลอืก δ = ϵ
2
จะได้วา่ ถ้า 0 < |x+ 1| < δ แล้ว

|f(x)− L| =

∣∣∣∣2x2 + 3x+ 1

x+ 1
− (−1)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣(2x+ 1)(x+ 1)

x+ 1
− (−1)

∣∣∣∣
= |2x+ 1 + 1|
= |2x+ 2|
= 2|x+ 1|
< 2δ

= 2
ϵ

2
= ϵ

ดังน้ัน โดยบทนยิาม 4.1.1 จะได้วา่ limx→−1

(
2x2+3x+1

x+1

)
= −1 เม ือ่ x ̸= −1

ทฤษฎบีทตอ่ไปนี้จะพสิจูนว์า่ ฟงักชั์นทีม่คีา่ลมิติน้ันจะมคีา่ลมิติเพยีงคา่เดยีวเทา่น้ัน

ทฤษฎบีท 4.1.1 ถ้า limx→a f(x) = L และ limx→a f(x) = R แล้ว L = R

การพิสจูน์ กำหนดให้ limx→a f(x) = L และ limx→a f(x) = R จะแสดงวา่ L = R จะพสิจูน์
โดยการหาข้อขัดแย้ง สมมตใิห้ L ̸= R และให้ ϵ = |L−R|

2
> 0 เน ือ่งจาก limx→a f(x) = L โดยบท

นยิาม 4.1.1 จะได้วา่ จะมจีำนวนจรงิ δ1 > 0 ทีท่ำให้
ถ้า 0 < |x− a| < δ1 แล้ว |f(x)− L| < ϵ

และเนือ่งจาก limx→a f(x) = R โดยบทนยิาม 4.1.1 จะได้วา่ จะมจีำนวนจรงิ δ2 > 0 ทีท่ำให้
ถ้า 0 < |x− a| < δ2 แล้ว |f(x)−R| < ϵ

เราเลอืก δ = min{δ1, δ2} ดังน้ัน สำหรับ 0 < |x− a| < δ จะได้วา่

|L−R| = |L− f(x) + f(x)−R|
≤ |L− f(x)|+ |f(x)−R|
< ϵ+ ϵ

= 2ϵ

= 2
|L−R|

2
= |L−R|

จงึเกดิข้อขัดแย้ง จงึทำให้ได้วา่ L = R

ตอ่ไปจะเปน็การให้บทนยิามของฟงักชั์นทีม่ขีอบเขต ดังบทนยิามตอ่ไปนี้
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บทนยิาม 4.1.2 กำหนดให้ f : D → R เม ือ่ D เปน็เซตยอ่ยทีไ่มเ่ปน็เซตวา่งของ R จะเรยีก f วา่
เปน็ฟังก์ชันท่ีมีขอบเขต (bounded function) บนเซต D กต็อ่เม ือ่ จะมจีำนวนจรงิ K > 0 ทีท่ำให้

|f(x)| ≤ K สำหรับทกุๆ x ∈ D

ตัวอยา่งตอ่ไปนี้ เปน็การพสิจูนว์า่ฟงักชั์นทีก่ำหนดให้เปน็ฟงักชั์นทีม่ขีอบเขต ซึง่จะพสิจูนโ์ดย
ใช้บทนยิาม 4.1.2
ตัวอยา่ง 4.1.3 กำหนดให้ f : R → R โดยนยิามให้ f(x) = 2 cosx จงแสดงวา่ f(x) เปน็ฟงักชั์น
ทีม่ขีอบเขต
วิธีทำ เน ือ่งจาก

−1 ≤ cosx ≤ 1

สำหรับทกุๆ x ∈ R ดังน้ัน โดยทฤษฎบีท 1.2.2 ของคา่สัมบรูณ์ ข้อ (1) จะได้วา่
|cosx| ≤ 1

สำหรับทกุๆ x ∈ R จงึทำให้ได้วา่
|2 cosx| = 2|cosx| ≤ 2

สำหรับทกุๆ x ∈ R ถ้าเราเลอืก K = 2 > 0 จงึทำให้ได้วา่
|2 cosx| ≤ K

สำหรับทกุๆ x ∈ R ดังน้ัน โดยบทนยิาม 4.1.2 จะได้วา่ f(x) = 2 cosx เปน็ฟงักชั์นทีม่ขีอบเขต

ตอ่ไปเปน็ทฤษฎบีททีจ่ะแสดงวา่ สำหรับฟงักชั์นทีม่คีา่ลมิติแล้วฟงักชั์นน้ันจะมขีอบเขต บน
บางยา่นใกล้เคยีงลบออก ดังทฤษฎบีทตอ่ไปนี้
ทฤษฎบีท 4.1.2 ถ้า limx→a f(x) = L แล้ว f เปน็ฟงักชั์นทีม่ขีอบเขตบนบางยา่นใกล้เคยีงลบออก
ของจดุ a

การพิสจูน์ กำหนดให้ limx→a f(x) = L จะแสดงวา่จะมจีำนวนจรงิ δ > 0 ซึง่ทำให้ f มขีอบเขตบน
เซต N∗(a, δ) กำหนดให้ ϵ = 1 > 0 เน ือ่งจาก limx→a f(x) = L จะได้วา่ จะมจีำนวนจรงิ δ > 0 ที่
ทำให้

ถ้า 0 < |x− a| < δ แล้ว |f(x)− L| < 1

จาก 0 < |x− a| < δ จะได้วา่ x ∈ N∗(a, δ) และจาก |f(x)− L| < 1 จงึทำให้ได้วา่
|f(x)| = |f(x)− L+ L|

≤ |f(x)− L|+ |L|
< 1 + |L|

จงึเลอืก K = 1 + |L| จะได้วา่ สำหรับทกุๆ x ∈ N∗(a, δ) แล้ว
|f(x)| ≤ K

จงึสรปุได้วา่ f เปน็ฟงักชั์นทีม่ขีอบเขตบน N∗(a, δ) สำหรับบาง δ > 0
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ทฤษฎบีทถัดไป เปน็การกลา่วถงึคณุสมบัตทิางพชีคณติของลมิติของฟงักชั์น โดยจะเร ิม่ต้น
ด้วยการนยิามการบวก การคณูและการหารของฟงักชั์นกอ่น

บทนยิาม 4.1.3 กำหนดให้ D ⊆ R และ f, g : D → R จะนยิาม

• การบวกของฟงักชั์น f + g : D → R กำหนดโดย

(f + g)(x) = f(x) + g(x)

สำหรับทกุๆ x ∈ D

• การคณูของฟงักชั์น fg : D → R กำหนดโดย

(fg)(x) = f(x)g(x)

สำหรับทกุๆ x ∈ D

• การหารของฟงักชั์น f
g
: D → R กำหนดโดย(

f

g

)
(x) =

f(x)

g(x)

เม ือ่ g(x) ̸= 0 สำหรับทกุๆ x ∈ D

• สำหรับ k ∈ R ฟงักชั์น kf : D → R กำหนดโดย

(kf)(x) = kf(x)

สำหรับทกุๆ x ∈ D

ทฤษฎบีท 4.1.3 กำหนดให้ f, g : D → R เม ือ่ D เปน็เซตยอ่ยทีไ่มเ่ปน็เซตวา่งของ R โดยที่ a และ
c เปน็จำนวนจรงิ ถ้า limx→a f(x) = L และ limx→a g(x) = R แล้วข้อความตอ่ไปนี้เปน็จรงิ

(1) limx→a c = c

(2) limx→a x = a

(3) limx→a cf(x) = cL

(4) limx→a[f(x) + g(x)] = L+R

(5) limx→a[f(x)g(x)] = LR

(6) ถ้า R ̸= 0 แล้ว limx→a

(
1

g(x)

)
= 1

R

(7) limx→a[f(x)]
n = Ln

(8) limx→a|f(x)| = |L|

(9) ถ้า f(x) ≥ 0 สำหรับทกุๆ x ∈ D แล้ว limx→a

√
f(x) =

√
L เม ือ่ L ≥ 0
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การพิสจูน์ กำหนดให้ limx→a f(x) = L และ limx→a g(x) = R และ c เปน็จำนวนจรงิใดๆ

(1) จะแสดงวา่ limx→a c = c โดยกำหนดให้ f(x) = c สำหรับทกุๆ x ∈ D สามารถแสดงการ
พสิจูนต์ามบทนยิาม 4.1.1 ได้อยา่งงา่ย

(2) จะแสดงวา่ limx→a x = a

กำหนดให้ f(x) = x สำหรับทกุๆ x ∈ D จะได้วา่ สำหรับทกุๆ จำนวนจรงิ ϵ > 0 เลอืก δ = ϵ

จะเหน็วา่ ถ้า 0 < |x− a| < δ แล้ว

|f(x)− a| = |x− a|
< δ

= ϵ

โดยบทนยิาม 4.1.1 ทำให้ได้วา่ limx→a x = a

(3) จะแสดงวา่ limx→a cf(x) = cL

จาก limx→a f(x) = L จะได้วา่ สำหรับทกุๆ จำนวนจรงิ ϵ > 0 และ ϵ
|c|+1

> 0 จะได้วา่ จะมี
จำนวนจรงิ δ > 0 ทีท่ำให้

ถ้า 0 < |x− a| < δ แล้ว |f(x)− L| < ϵ
|c|+1

ทำให้ได้วา่ ถ้า 0 < |x− a| < δ แล้ว

|cf(x)− cL| = |c||f(x)− L|

< |c|
(

ϵ

|c|+ 1

)
< ϵ

ดังน้ัน limx→a cf(x) = cL

(4) แบบฝกึหัด

(5) จะแสดงวา่ limx→a[f(x)g(x)] = LR

กำหนดให้จำนวนจรงิ ϵ > 0 และจาก limx→a f(x) = L โดยทฤษฎบีท 4.1.2 จะได้วา่ จะมี
จำนวนจรงิ δ1 > 0 ทีท่ำให้ f มขีอบเขตใน N∗(a, δ1) นัน่คอื จะมจีำนวนจรงิ K > 0 ทีท่ำให้

|f(x)| ≤ K สำหรับทกุๆ x ∈ N∗(a, δ1)

และจาก limx→a f(x) = L และ ϵ
2(|R|+1)

> 0 โดยบทนยิาม 4.1.1 จะได้วา่ จะมจีำนวนจรงิ
δ2 > 0 ทีท่ำให้

ถ้า 0 < |x− a| < δ2 แล้ว |f(x)− L| < ϵ
2(|R|+1)

และจาก limx→a g(x) = R และ ϵ
2K

> 0 จะได้วา่ จะมจีำนวนจรงิ δ3 > 0 ทีท่ำให้
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ถ้า 0 < |x− a| < δ3 แล้ว |g(x)−R| < ϵ
2K

เลอืก δ = min{δ1, δ2, δ3} จะได้วา่ ถ้า 0 < |x− a| < δ แล้ว

|f(x)g(x)− LR| = |f(x)g(x)− f(x)R + f(x)R− LR|
≤ |f(x)g(x)− f(x)R|+ |f(x)R− LR|
= |f(x)||g(x)−R|+ |R||f(x)− L|
< K

ϵ

2K
+ |R| ϵ

2(|R|+ 1)

=
ϵ

2
+

ϵ

2
= ϵ

ดังน้ัน limx→a[f(x)g(x)] = LR

(6) แบบฝกึหัด

(7) แบบฝกึหัด (คำแนะนำ: วธิกีารพสิจูนเ์ชน่เดยีวกับ 3.1.5 ข้อ (9) ใช้ทฤษฎบีทวนิาม)

(8) จะแสดงวา่ limx→a|f(x)| = |L|
จากกำหนดให้ limx→a f(x) = L จะได้วา่ สำหรับทกุๆ จำนวนจรงิ ϵ > 0 จะมจีำนวนจรงิ
δ > 0 ทีท่ำให้ ถ้า 0 < |x− a| < δ แล้ว

|f(x)− L| < ϵ

โดยบทแทรก 1.2.1 ข้อ (1) จงึได้วา่

||f(x)| − |L|| ≤ |f(x)− L|

ทำให้ได้วา่ ถ้า 0 < |x− a| < δ แล้ว

||f(x)| − |L|| < ϵ

ดังน้ัน limx→a|f(x)| = |L|

(9) กำหนดให้ f(x) ≥ 0 สำหรับทกุๆ x ∈ D จะแสดงวา่ limx→a

√
f(x) =

√
L เม ือ่ L ≥ 0

กำหนดให้จำนวนจรงิ ϵ > 0 แบง่พจิารณาเปน็ 2 กรณี
กรณทีี่ 1 ถ้า L = 0 เน ือ่งจาก limx→a f(x) = L และ ϵ2 > 0 จะได้วา่ จะมจีำนวนจรงิ δ > 0

ทีท่ำให้ ถ้า 0 < |x− a| < δ แล้ว

|f(x)− 0| < ϵ2

เน ือ่งจาก
|
√

f(x)−
√
L| = |

√
f(x)| =

√
|f(x)|

จะได้วา่ ถ้า 0 < |x− a| < δ แล้ว

|
√
f(x)−

√
L| =

√
|f(x)| <

√
ϵ2 = ϵ
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กรณี 2 ถ้า L > 0 เน ือ่งจาก limx→a f(x) = L และ ϵ
√
L > 0 จะได้วา่ จะมจีำนวนจรงิ

δ′ > 0 ทำให้ได้วา่ ถ้า 0 < |x− a| < δ′ จะได้วา่

|f(x)− L| < ϵ
√
L

ทำให้ได้วา่

|
√
f(x)−

√
L| =

∣∣∣∣∣(
√

f(x)−
√
L)(
√

f(x) +
√
L)√

f(x) +
√
L

∣∣∣∣∣
=

|f(x)− L|√
f(x) +

√
L

≤ |f(x)− L|√
L

<
ϵ
√
L√
L

= ϵ

ดังน้ัน limx→a

√
f(x) =

√
L

ตัวอยา่งตอ่ไปนี้ เปน็การนำทฤษฎบีท 4.1.3 มาใช้ในการหาคา่ลมิติ ซึง่มักจะเปน็เคร ือ่งมอืที่
ถกูนำไปใช้ในการคำนวณในทางแคลคลัูส ดังตัวอยา่งตอ่ไปนี้

ตัวอยา่ง 4.1.4 จงหาคา่ของ limx→2(x
2 + x+ 1)

วิธีทำ จากทฤษฎบีท 4.1.3 จะได้วา่

lim
x→2

(x2 + x+ 1) = lim
x→2

x2 + lim
x→2

x+ lim
x→2

1

= (lim
x→2

x)2 + lim
x→2

x+ lim
x→2

1

= (2)2 + 2 + 1

= 7

ดังน้ัน limx→2(x
2 + x+ 1) = 7

ตัวอยา่ง 4.1.5 จงหาคา่ของ limx→−1(4x
2 − 3x− 4)

วิธีทำ จากทฤษฎบีท 4.1.3 จะได้วา่

lim
x→−1

(4x2 − 3x− 4) = lim
x→−1

4x2 − lim
x→−1

3x− lim
x→−1

4

= 4( lim
x→−1

x)2 − 3( lim
x→−1

x)− lim
x→−1

4

= 4(−1)2 − 3(−1)− 4

= 3

ดังน้ัน limx→−1(4x
2 − 3x− 4) = 3
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จากทฤษฎบีท 4.1.3 ทำให้ได้รับผลทีต่ามมาเปน็บทแทรกดังตอ่ไปนี้

บทแทรก 4.1.1 ถ้า limx→a f(x) = L และ limx→a g(x) = R แล้ว
1. limx→a(f(x)− g(x)) = L−R

2. ถ้า B ̸= 0 แล้ว limx→a
f(x)
g(x)

= L
R

การพิสจูน์ แบบฝกึหัด

ตอ่ไปจะเปน็ตัวอยา่งของการนำบทแทรก 4.1.1 ไปประยกุตใ์ช้ ดังตัวอยา่งตอ่ไปนี้

ตัวอยา่ง 4.1.6 จงหาคา่ของ limx→1

(
2x2+x−7
x2+1

)
วิธีทำ จากบทต้ัง 4.1.1 จะได้วา่

lim
x→1

(
2x2 + x− 7

x2 + 1

)
=

limx→1(2x
2 + x− 7)

limx→1(x2 + 1)

และโดยทฤษฎบีท 4.1.3 ทำให้ได้วา่
limx→1(2x

2 + x− 7)

limx→1(x2 + 1)
=

limx→1 2x
2 + limx→1 x− limx→1 7

limx→1 x2 + limx→1 1

=
2(1)2 + 1− 7

12 + 1
= −2

ดังน้ัน limx→1

(
2x2+x−7
x2+1

)
= −2

ตัวอยา่ง 4.1.7 จงหาคา่ของ limx→1

(
2
√
x−2

3x−3

)
วิธีทำ โดยบทแทรก 4.1.1 และทฤษฎบีท 4.1.3 จะได้วา่

lim
x→1

(
2
√
x− 2

3x− 3

)
= lim

x→1

2(
√
x− 1)

3(x− 1)

=
2

3
lim
x→1

(√
x− 1

x− 1

)
=

2

3
lim
x→1

(
1√
x+ 1

)
=

(
2

3

)(
limx→1 1

limx→1

√
x+ limx→1 1

)
=

(
2

3

)(
1√
1 + 1

)
=

2

3
· 1
2

=
1

3

ดังน้ัน limx→1

(
2
√
x−2

3x−3

)
= 1

3
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ทฤษฎบีทตอ่ไป จะแสดงบทพสิจูน์วา่ สำหรับ f(x) ≤ g(x) แล้วคา่ลมิติของ f(x) จะยัง
คงน้อยกวา่หรอืเทา่กับคา่ลมิติของ g(x) สำหรับทกุๆ x บนบางยา่นใกล้เคยีงลบออก รายละเอยีดดัง
ทฤษฎบีทตอ่ไปนี้

ทฤษฎบีท 4.1.4 ถ้า limx→a f(x) = L และ limx→a g(x) = R และ f(x) ≤ g(x) สำหรับทกุๆ
x ∈ N∗(a, δ) สำหรับบางจำนวนจรงิ δ > 0 แล้ว L ≤ R

การพิสจูน์ กำหนดให้ limx→a f(x) = L และ limx→a g(x) = R และ f(x) ≤ g(x) สำหรับทกุๆ
x ∈ N∗(a, δ) สำหรับบางจำนวนจรงิ δ > 0 จะแสดงวา่ L ≤ R จะพสิจูนโ์ดยการหาข้อขัดแย้ง นัน่
คอื สมมตใิห้ L > R กำหนดให้ ϵ = L−R

2
> 0 จากบทแทรก 4.1.1 ข้อ (1) จะได้วา่

lim
x→a

(f(x)− g(x)) = L−R

ดังน้ันโดยบทนยิาม 4.1.1 จะได้วา่ จะมจีำนวนจรงิ δ1 > 0 ซึง่ทำให้ ถ้า 0 < |x− a| < δ1 แล้ว

|(f(x)− g(x))− (L−R)| < L−R

2

เลอืก δ2 = min{δ, δ1} จงึทำให้ได้วา่ สำหรับทกุๆ x ∈ N(a, δ2) จะได้วา่

−L−R

2
+ (L−R) < f(x)− g(x) <

L−R

2
+ (L−R)

ดังน้ัน
L−R

2
< f(x)− g(x) <

3(L−R)

2

นัน่คอื f(x)− g(x) > 0 จงึทำให้ได้วา่ g(x) < f(x) สำหรับทกุๆ x ∈ N(a, δ2) จงึทำให้เกดิข้อขัด
แย้งกับที่ f(x) ≤ g(x) สำหรับทกุๆ x ∈ N∗(a, δ) ดังน้ัน L ≤ R

ทฤษฎบีทตอ่ไปแสดงให้เหน็วา่ ถ้า limx→a f(x) = L และ limn→∞ xn = a โดยที่
xn ̸= a แล้วจะได้วา่ limn→∞ f(xn) = L ด้วย ดังบทพสิจูนต์อ่ไปนี้

ทฤษฎบีท 4.1.5 กำหนดให้ f : D → R เม ือ่ D เปน็ เซตยอ่ยที่ไม ่เปน็ เซตวา่งของ R แล้ว
limx→a f(x) = L กต็อ่เม ือ่ limn→∞ f(xn) = L สำหรับทกุๆ ลำดับ {xn}∞n=1 ⊆ D ซึง่ limn→∞ xn =

a และ xn ̸= a ทกุๆ n ∈ N

การพิสจูน์ (⇒) กำหนดให้ limx→a f(x) = L และ limn→∞ xn = a โดยที่ xn ̸= a ทกุๆ n ∈ N
จะแสดงวา่ limn→∞ f(xn) = L

กำหนดให้จำนวนจรงิ ϵ > 0 เน ือ่งจาก limx→a f(x) = L จะได้วา่ จะมจีำนวนจรงิ δ > 0 ซึง่ทำให้
ถ้า 0 < |x− a| < δ แล้ว

|f(x)− L| < ϵ

เน ือ่งจาก δ > 0 และ limn→∞ xn = a และ xn ̸= a จะได้วา่ จะมีN ∈ N ซึง่ทำให้

0 < |xn − a| < δ
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สำหรับทกุๆ n > N ดังน้ัน จงึได้วา่

|f(xn)− L| < ϵ

สำหรับทกุๆ n > N โดยบทนยิาม 3.1.2 จงึได้รับวา่ limn→∞ f(xn) = L

(⇐) กำหนดให้ limn→∞ f(xn) = L สำหรับทกุๆ ลำดับ {xn}∞n=1 ⊆ D ซึง่ limn→∞ xn = a และ
xn ̸= a ทกุๆ n ∈ N

จะแสดงวา่ limx→a f(x) = L จะพสิจูนโ์ดยการหาข้อขัดแย้ง
สมมตใิห้ limx→a f(x) ̸= L จะได้วา่ จะมจีำนวนจรงิ ϵ > 0 ซึง่ทำให้ทกุๆ จำนวนจรงิ δ > 0 ซึง่

0 < |x− a| < δ แต่ |f(x)− L| ≥ ϵ

จะเหน็วา่ สำหรับทกุๆ n ∈ N จะได้วา่ สำหรับ δ = 1
n
จะมี {an} ⊆ D ซึง่ 0 < |an − a| < 1

n
และ

|f(an)− L| ≥ ϵ

ซึง่เกดิข้อขัดแย้งกับที่ สำหรับทกุๆ ลำดับ {xn}∞n=1 ⊆ D ซึง่ limn→∞ xn = a และ xn ̸= a ทกุๆ
n ∈ N แล้ว limn→∞ f(xn) = L ดังน้ัน limx→a f(x) = L

ตอ่ไปเปน็ตัวอยา่งประกอบทฤษฎบีท 4.1.5

ตัวอยา่ง 4.1.8 จงแสดงวา่ limx→0(3x
2+2x+5) = limn→∞(3x2

n+2xn+5) เม ือ่ {xn}∞n=1 ⊆ R
และ limn→∞ xn = 0 โดยที่ xn ̸= 0

วิธีทำ เน ือ่งจาก f(x) = 3x2 + 2x+ 5 และ a = 0 และสมมตใิห้ {xn}∞n=1 ⊆ R ซึง่
limn→∞ xn = 0 จะเหน็วา่

lim
n→∞

f(xn) = lim
n→∞

(
3x2

n + 2xn + 5
)

= 3
(

lim
n→∞

xn

)2
+ 2 lim

n→∞
xn + lim

n→∞
5

= 3(0)2 + 2(0) + 5

= 5

และ

lim
x→0

(3x2 + 2x+ 5) = lim
x→0

(3x2) + lim
x→0

(2x) + lim
x→0

(5)

= 3(0)2 + 2(0) + 5

= 5

ดังน้ัน limx→0(3x
2 + 2x+ 5) = limn→∞(3x2

n + 2xn + 5) เม ือ่ limn→∞ xn = 0

ทฤษฎบีทตอ่ไปนี้เปน็ทฤษฎบีทซึง่ถกูนำไปใช้ในหาคา่ลมิติ โดยเปน็ทีร่ ู้จักกันในชือ่วา่ squeeze
theorem หรอื sandwich theorem โดยลักษณะของทฤษฎนี ี้จะคล้ายคลงึกับทฤษฎบีทหนึง่ในเร ือ่ง
ของลำดับ นัน่คอื ทฤษฎบีท 3.1.3 ซึง่จะแสดงบทพสิจูนข์อง sandwich theorem ดังตอ่ไปนี้
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ทฤษฎบีท 4.1.6 ถ้า limx→a f(x) = L = limx→a h(x) และ f(x) ≤ g(x) ≤ h(x) สำหรับทกุๆ
x ∈ N∗(a, δ) สำหรับบางจำนวนจรงิ δ > 0 แล้ว limx→a g(x) = L

การพิสจูน์ กำหนดให้ limx→a f(x) = L = limx→a h(x) และ f(x) ≤ g(x) ≤ h(x) สำหรับ
ทกุๆ x ∈ N∗(a, δ) สำหรับบางจำนวนจรงิ δ > 0

จะแสดงวา่ limx→a g(x) = L

กำหนดให้จำนวนจรงิ ϵ > 0 และจาก limx→a f(x) = L จะได้วา่ จะมจีำนวนจรงิ δ1 > 0 ซึง่ทำให้
ถ้า 0 < |x− a| < δ1 แล้ว

|f(x)− L| < ϵ

โดยทฤษฎบีท 1.2.2 ข้อ (1) จงึได้วา่

−ϵ < f(x)− L < ϵ

และจาก limx→a h(x) = L จะได้วา่ จะมจีำนวนจรงิ δ2 > 0 ซึง่ทำให้ ถ้า 0 < |x− a| < δ2 แล้ว

|h(x)− L| < ϵ

โดยทฤษฎบีท 1.2.2 ข้อ (1) จงึได้วา่

−ϵ < h(x)− L < ϵ

เลอืก δ3 = min{δ, δ1, δ2} จะได้วา่ ถ้า 0 < |x− a| < δ3 แล้ว

−ϵ < f(x)− L ≤ g(x)− L ≤ h(x)− L < ϵ

โดยทฤษฎบีท 1.2.2 ข้อ (1) อกีคร้ัง จงึได้วา่

|g(x)− L| < ϵ

ดังน้ัน limx→a g(x) = L

ตอ่ไปเปน็ตัวอยา่งประกอบทฤษฎบีท 4.1.6 นัน่คอื เปน็การหาคา่ของลมิติโดยใช้ sandwich
theorem ในการพจิารณาคา่ลมิติ

ตัวอยา่ง 4.1.9 จงพจิารณาหาคา่ของ limx→0 x
2 cos

(
1
x2

)
วิธีทำ เน ือ่งจาก

−1 ≤ cos θ ≤ 1

สำหรับทกุๆ จำนวนจรงิ θ จงึได้วา่

−1 ≤ cos
(

1

x2

)
≤ 1

และจาก x2 ≥ 0 ดังน้ัน
−x2 ≤ x2 cos

(
1

x2

)
≤ x2
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จะเหน็วา่ limx→0(−x2) = 0 และ limx→0 x
2 = 0 โดยทฤษฎบีท 4.1.6 จะได้วา่

lim
x→0

x2 cos
(

1

x2

)
= 0

ทฤษฎบีทตอ่ไปเปน็ทฤษฎบีทของลมิติของฟงักชั์น โดยถ้าหากทราบวา่คา่ของลมิติของฟงัก-์
ชันทีก่ำลังพจิารณาน้ันมากกวา่ศนูย์ แล้วฟงักชั์นน้ันจะมคีา่มากกวา่ศนูยส์ำหรับในบางยา่นใกล้เคยีงลบ
ออก ดังการพสิจูนต์อ่ไปนี้

ทฤษฎบีท 4.1.7 ถ้า limx→a f(x) = L และ L > 0 แล้วจะมจีำนวนจรงิ δ > 0 ซึง่ทำให้ f(x) > 0

สำหรับทกุๆ x ∈ N∗(a, δ)

การพิสจูน์ กำหนดให้ limx→a f(x) = L และ L > 0

จะแสดงวา่ จะมจีำนวนจรงิ δ > 0 ซึง่ทำให้ f(x) > 0 สำหรับทกุๆ x ∈ N∗(a, δ)

กำหนดให้ ϵ = L
2
> 0 และจาก limx→a f(x) = L จะได้วา่จะมจีำนวนจรงิ δ > 0 ซึง่ทำให้ ถ้า

0 < |x− a| < δ แล้ว
|f(x)− L| < L

2

นัน่คอื ถ้า x ∈ N∗(a, δ) แล้ว |f(x)− L| < L
2
โดยทฤษฎบีท 1.2.2 ข้อ (1) จะได้วา่

0 < −L

2
+ L < f(x) <

L

2
+ L

จงึทำให้ได้วา่ f(x) > 0 สำหรับทกุๆ x ∈ N∗(a, δ)

ในการพจิารณาของลำดับในทฤษฎบีท 3.1.7 ได้แสดงคา่ลมิติของลำดับทีล่ ูเ่ข้าส ูศ่นูย์และอกี
ลำดับทีม่ขีอบเขต หากนำผลคณูของสองลำดับดังกลา่วมาพจิารณาหาคา่ลมิติจะทำให้ได้ผลลัพธ์ของลิ
มติมคีา่เปน็ศนูย์ จากลักษณะดังกลา่วทฤษฎบีทถัดไปจะแสดงให้เหน็วา่สำหรับการพจิารณาบนฟงักชั์น
น้ันทฤษฎบีทดังกลา่วเปน็จรงิด้วย ดังรายละเอยีดตอ่ไปนี้

ทฤษฎบีท 4.1.8 ถ้า limx→a f(x) = 0 และ g(x) เปน็ฟงักชั์นทีม่ขีอบเขตบน N∗(a, η) สำหรับบาง
จำนวนจรงิ η > 0 แล้ว limx→a(f(x)g(x)) = 0

การพิสจูน์ กำหนดให้ limx→a f(x) = 0 และ g(x) เปน็ฟงักชั์นทีม่ขีอบเขตบน N∗(a, η) สำหรับ
บางจำนวนจรงิ η > 0 จะแสดงวา่ limx→a(f(x)g(x)) = 0

กำหนดให้จำนวนจรงิ ϵ > 0 เน ือ่งจาก g(x) เปน็ฟงักชั์นทีม่ขีอบเขตบน N∗(a, η) สำหรับบางจำนวน-
จรงิ η > 0 จะได้วา่ จะมจีำนวนจรงิ K > 0 ซึง่ทำให้

|g(x)| ≤ K

สำหรับทกุๆ x ∈ N∗(a, η) เน ือ่งจาก limx→a f(x) = 0 และ ϵ
K

> 0 จะได้วา่ จะมจีำนวนจรงิ
δ1 > 0 ซึง่ทำให้ ถ้า 0 < |x− a| < δ1 แล้ว

|f(x)− 0| < ϵ

K
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เลอืก δ = min{η, δ1} จะได้วา่ สำหรับทกุๆ x ∈ N∗(a, δ) จะได้วา่

|f(x)g(x)− 0| = |f(x)||g(x)|
= |f(x)− 0||g(x)|
<

( ϵ

K

)
K

= ϵ

ดังน้ัน limx→a(f(x)g(x)) = 0

ตอ่ไปเราจะขอยกตัวอยา่งประกอบทฤษฎบีท 4.1.8

ตัวอยา่ง 4.1.10 กำหนดให้ f(x) = x+ 1 และ g(x) = 2 cosx จะแสดงวา่

lim
x→−1

2(x+ 1) cosx = 0

วิธีทำ จะเหน็วา่ limx→−1 2(x+ 1)(cosx) มคีา่เปน็ 0 หากพจิารณาโดยทฤษฎบีท 4.1.8 จะเหน็วา่

lim
x→−1

f(x) = 0

และจากตัวอยา่ง 4.1.3 ได้วา่
g(x) = 2 cosx

เปน็ฟงักชั์นทีม่ขีอบเขต ดังน้ันโดยทฤษฎบีท 4.1.8 ทำให้ได้วา่

lim
x→−1

2(x+ 1) cosx = 0

4.2 ลมิติด้านเดยีว ลมิติคา่อนันต์ และลมิติทีอ่นันต์
จากหัวข้อ 4.1 ได้เร ิม่กลา่วถงึการล ูเ่ข้าของลมิติของฟงักชั์น เม ือ่ x เข้าส ูจ่ำนวนจรงิคา่หนึง่

แตใ่นการพจิารณาคา่ของลมิติน้ัน คา่ลมิติอาจจะล ูเ่ข้าหรอืไมก่ไ็ด้ ส ิง่หนึง่ท ีช่ว่ยพจิารณาวา่คา่ลมิติน้ันล ู่
เข้าหรอืไมก่ค็อื การพจิารณาคา่ลมิติทางซ้ายและคา่ลมิติทางขวาของฟงักชั์นทีพ่จิารณา โดยถ้าหากคา่
ลมิติทางซ้ายและคา่ลมิติทางขวาเทา่กันจะบอกคา่ลมิติน้ันได้ หรอืลมิติล ูเ่ข้านัน่เอง แตถ้่าคา่ลมิติทาง
ซ้ายและคา่ลมิติทางขวาไมเ่ทา่กัน สามารถสรปุได้วา่คา่ลมิติล ูอ่อกหรอืไมล่ ูเ่ข้านัน่เอง ดังน้ันในหัวข้อ
นี้จะเร ิม่ต้นด้วยการนำเสนอลมิติทางซ้ายและลมิติทางขวาของฟงักชั์น และยิง่ไปกวา่น้ันในหัวข้อนี้ ยัง
ให้บทนยิามของฟงักชั์นทีล่มิติเข้าส ูอ่นันต์ นัน่คอื ล ูเ่ข้าส ู่ +∞ หรอื −∞ ด้วย เพือ่เปน็การแสดงการ
พสิจูน์และการันตวีา่ฟงักชั์นทีพ่จิารณาน้ันล ูเ่ข้าส ูอ่นันต์นัน่เอง และสดุท้ายของหัวข้อ ยังได้นำเสนอถงึ
การพจิารณาคา่ลมิติเม ือ่ x ลูเ่ข้าส ู่+∞ หรอื −∞ ซึง่จะเรยีกวา่ ลมิติท ีอ่นันต์ โดยจะนำเสนอบทนยิาม
ของลมิติท ีอ่นันตพ์ร้อมทฤษฎบีททีเ่ก ีย่วข้อง กลา่วโดยสรปุจะเหน็วา่ โดยภาพรวมของหัวข้อนี้ จะกลา่ว
ถงึลมิติไมล่ ูเ่ข้านัน่เอง โดยจะขอเร ิม่ต้นด้วยบทนยิามของลมิติทางซ้ายและลมิติทางขวาของฟงักชั์นกอ่น
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บทนยิาม 4.2.1 กำหนดให้ f เปน็ฟงักชั์นทีน่ยิามบนบางยา่นใกล้เคยีงของจดุ a จะกลา่ววา่ ลิมิตทาง
ขวา (right-hand limit) ของ f ท่ีจดุ a มคีา่เทา่กับ L กต็อ่เม ือ่ สำหรับทกุๆ จำนวนจรงิ ϵ > 0 จะมี
จำนวนจรงิ δ > 0 ซึง่ทำให้

ถ้า a < x < a+ δ แล้ว |f(x)− L| < ϵ

จะเขยีนแทนด้วยสัญลักษณ์ limx→a+ f(x) = L ดังรปู 4.2

รปูที่ 4.2: ลมิติทางขวาของ f ทีจ่ดุ a

จากบทนยิาม 4.2.1 สามารถกลา่วอกีแบบได้วา่ limx→a+ f(x) = L กต็อ่เม ือ่ ทกุๆยา่นใกล้
เคยีง N(L, ϵ) ของจดุ L จะมจีำนวนจรงิ δ > 0 ซึง่ทำให้

ถ้า x ∈ (a, a+ δ) แล้ว f(x) ∈ N(L, ϵ)

บทนยิาม 4.2.2 กำหนดให้ f เปน็ฟงักชั์นทีน่ยิามบนบางยา่นใกล้เคยีงของจดุ a จะกลา่ววา่ ลิมิตทาง
ซ้าย (left-hand limit) ของ f ท่ีจดุ a มคีา่เทา่กับ L กต็อ่เม ือ่ สำหรับทกุๆ จำนวนจรงิ ϵ > 0 จะมี
จำนวนจรงิ δ > 0 ซึง่ทำให้

ถ้า a− δ < x < a แล้ว |f(x)− L| < ϵ

จะเขยีนแทนด้วยสัญลักษณ์ limx→a− f(x) = L ดังรปู 4.3

จากบทนยิาม 4.2.1 สามารถกลา่วอกีอยา่งได้วา่ limx→a− f(x) = L กต็อ่เม ือ่ ทกุๆ ยา่น
ใกล้เคยีง N(L, ϵ) ของจดุ L จะมจีำนวนจรงิ δ > 0 ซึง่ทำให้

ถ้า x ∈ (a− δ, a) แล้ว f(x) ∈ N(L, ϵ)

ตอ่ไปเปน็ตัวอยา่งของการพจิารณาลิมติทางซ้ายและลิมติทางขวาของฟงักชั์น โดยใช้บท
นยิาม 4.2.1 และ 4.2.2
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รปูที่ 4.3: ลมิติทางซ้ายของ f ทีจ่ดุ a

ตัวอยา่ง 4.2.1 กำหนดให้

f(x) =

2x+ 1; x ≥ 1

x− 2; x < 1

จงพสิจูนว์า่ limx→1+ f(x) = 3 และ limx→1− f(x) = −1

การพิสจูน์ กำหนดให้จำนวนจรงิ ϵ > 0 และเลอืก δ = ϵ
2
จะได้วา่ ถ้า 1 < x < 1 + δ นัน่คอื

0 < x− 1 < δ แล้ว

|f(x)− 3| = |(2x+ 1)− 3|
= |2x− 2|
= 2|x− 1|
< 2δ

= 2
( ϵ
2

)
= ϵ

โดยบทนยิาม 4.2.1 จะได้วา่ limx→1+ f(x) = 3

ตอ่ไปจะแสดงวา่ limx→1− f(x) = −1

เลอืก δ = ϵ จะได้วา่ ถ้า 1 − δ < x < 1 จะได้วา่ −δ < x − 1 < 0 < δ โดยทฤษฎบีท 1.2.2 ข้อ
(1) จะได้วา่ |x− 1| < δ แล้ว

|f(x)− (−1)| = |(x− 2)− (−1)|
= |x− 1|
< δ

= ϵ

โดยบทนยิาม 4.2.2 จะได้วา่ limx→1− f(x) = −1
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ตอ่ไปเปน็ทฤษฎบีททีใ่ช้การพจิารณาการล ูเ่ข้าของลมิติฟงักชั์น โดยใช้การพจิารณาคา่ลมิติ
ทางซ้ายและลมิติทางขวาของฟงักชั์น ดังบทพสิจูนต์อ่ไปนี้

ทฤษฎบีท 4.2.1 กำหนดให้ f เปน็ฟงักชั์นคา่จรงิ จะได้วา่ limx→a f(x) = L กต็อ่เม ือ่ limx→a+ f(x) =

L = limx→a− f(x)

การพิสจูน์ (⇒) กำหนดให้ limx→a f(x) = L จะแสดงวา่ limx→a+ f(x) = L = limx→a− f(x)

กำหนดให้จำนวนจรงิ ϵ > 0 จาก limx→a f(x) = L จะได้วา่ จะมจีำนวนจรงิ δ > 0 ทีท่ำให้
ถ้า 0 < |x− a| < δ แล้ว |f(x)− L| < ϵ

สำหรับ a < x < a+ δ จะเหน็วา่ a− δ < x < a+ δ จงึทำให้ได้วา่

|f(x)− L| < ϵ

โดยบทนยิาม 4.2.1 จะได้วา่ limx→a+ f(x) = L

และสำหรับ a− δ < x < a จะเหน็วา่ a− δ < x < a+ δ จงึทำให้ได้วา่

|f(x)− L| < ϵ

โดยบทนยิาม 4.2.2 จะได้วา่ limx→a− f(x) = L

(⇐) กำหนดให้ limx→a+ f(x) = L = limx→a− f(x) จะแสดงวา่ limx→a f(x) = L

กำหนดให้จำนวนจรงิ ϵ > 0 และเนือ่งจาก limx→a+ f(x) = L จะได้วา่ จะมจีำนวนจรงิ δ1 > 0 ที่
ทำให้ ถ้า a < x < a+ δ1 แล้ว

|f(x)− L| < ϵ

เน ือ่งจาก limx→a− f(x) = L จะได้วา่ จะมจีำนวนจรงิ δ2 > 0 ทีท่ำให้ ถ้า a− δ2 < x < a แล้ว

|f(x)− L| < ϵ

เลอืก δ = min{δ1, δ2} จะได้วา่ สำหรับ x ∈ (a− δ, a+ δ) ซึง่แบง่ออกเปน็ 2 กรณี คอื
ถ้า a− δ2 < a− δ < x < a แล้ว |f(x)− L| < ϵ

และ
ถ้า a < x < a+ δ < a+ δ1 แล้ว |f(x)− L| < ϵ

จงึทำให้ได้วา่ สำหรับ 0 < |x − a| < δ แล้ว |f(x) − L| < ϵ โดยบทนยิาม 4.1.1 จงึได้วา่
limx→a f(x) = L

ตัวอยา่งตอ่ไปนี้ เปน็การนำทฤษฎบีท 4.2.1 ไปประยกุต์ใช้พจิารณาลมิติของฟงักชั์น แตจ่ะ
นำไปใช้ในข้อความแย้งสลับที่ นัน่คอื ถ้าลมิติทางซ้ายของฟงักชั์นไมเ่ทา่กับลมิติทางขวาของฟงักชั์นดัง
กลา่วแล้ว แล้วลมิติฟงักชั์นน้ันจะไมล่ ูเ่ข้าหรอืหาคา่ลมิติไมไ่ด้นัน่เอง
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ตัวอยา่ง 4.2.2 จงแสดงวา่ limx→0
|x|
2x

หาคา่ไมไ่ด้

วิธีทำ พจิารณา

|x|
2x

=

1
2

เม ือ่ x ≥ 0

−1
2

เม ือ่ x < 0

ทำให้ได้วา่ limx→0−
|x|
x
= −1

2
และ limx→0+

|x|
x
= 1

2
ดังน้ัน

lim
x→0−

|x|
2x

̸= lim
x→0+

|x|
2x

โดยทฤษฎบีท 4.2.1 จงึได้วา่ limx→0
|x|
2x

หาคา่ไมไ่ด้

จากทีก่ลา่วมาในเนื้อหาตอนต้นท้ังหมด จะเหน็วา่ได้กลา่วถงึการทีล่มิติเข้าส ูค่า่ใดคา่หนึง่
โดยตามบทนยิาม 4.1.1 กค็อืลมิติเข้าส ูค่า่ L เม ือ่ L เปน็จำนวนจรงิจำนวนหนึง่และกส็ามารถกลา่วถงึ
นเิสธของบทนยิามดังกลา่ว นัน่กค็อื ลมิติไมล่ ูเ่ข้า หรอือาจกลา่วได้วา่ลมิติล ูอ่อกหรอืหาคา่ไมไ่ด้นัน่เอง
แตใ่นการพจิารณาคา่ลมิติไมไ่ด้มเีพยีงทีก่ลา่วมานี้ เทา่น้ัน ยังคงมกีรณที ีค่า่ของลมิติล ูเ่ข้าส ู่ +∞ และ
−∞ อกีด้วย ดังน้ัน ในสว่นถัดไปจงึจะขอกลา่วถงึการนยิามคา่ลมิติท ีเ่ข้าส ู่ +∞ และ −∞ โดยจะให้
บทนยิามของคา่ลมิติท ีเ่ข้าส ู่+∞ และ −∞ หรอืทีเ่รยีกวา่ ลิมิตค่าอนันต์ ดังบทนยิามตอ่ไปนี้

บทนยิาม 4.2.3 กำหนดให้ f เปน็ฟงักชั์นทีน่ยิามบนบางยา่นใกล้เคยีงของจดุ a จะกลา่ววา่
limx→a f(x) = +∞ กต็อ่เม ือ่ สำหรับทกุๆ จำนวนจรงิ M > 0 จะมจีำนวนจรงิ δ > 0 ซึง่ทำให้

ถ้า 0 < |x− a| < δ แล้ว f(x) > M

และจะกลา่ววา่ limx→a f(x) = −∞ กต็อ่เม ือ่ สำหรับทกุๆ จำนวนจรงิ M > 0 จะมจีำนวนจรงิ
δ > 0 ซึง่ทำให้

ถ้า 0 < |x− a| < δ แล้ว f(x) < −M

ตัวอยา่งตอ่ไปเปน็การแสดงบทพสิจูนท์ ีส่อดคล้องกับบทนยิาม 4.2.3

ตัวอยา่ง 4.2.3 จงพสิจูนว์า่ limx→ 1
2

1
2x−1

= +∞ โดยที่ x ̸= 1
2

การพิสจูน์ กำหนดให้M > 0 เลอืก δ = 1
2M

และเนือ่งจาก x−1 ̸= 0 จะได้วา่ ถ้า 0 < |x− 1
2
| < δ

แล้ว
0 < 2x− 1 < 2δ =

1

M

ดังน้ัน

f(x) =
1

2x− 1
> M

โดยบทนยิาม 4.2.3 สรปุได้วา่ limx→ 1
2

1
2x−1

= +∞
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ตอ่ไปเปน็ทฤษฎบีททีเ่ก ีย่วข้องกับลมิติคา่อนันต์

ทฤษฎบีท 4.2.2 กำหนดให้ f เปน็ฟงักชั์นทีน่ยิามบนบางยา่นใกล้เคยีงของ a แล้วข้อความตอ่ไปนี้
เปน็จรงิ

(1) ถ้า limx→a f(x) = +∞ แล้ว limx→a
1

f(x)
= 0

(2) ถ้า limx→a f(x) = −∞ แล้ว limx→a
1

f(x)
= 0

การพิสจูน์ กำหนดให้ f เปน็ฟงักชั์นทีน่ยิามบนบางยา่นใกล้เคยีงของ a

(1) กำหนดให้ limx→a f(x) = +∞ จะแสดงวา่ limx→a
1

f(x)
= 0

กำหนดให้จำนวนจรงิ ϵ > 0 และเลอืก M = 1
ϵ
> 0 เน ือ่งจาก limx→a f(x) = +∞ จะได้วา่

จะมจีำนวนจรงิ δ > 0 ซึง่ทำให้ ถ้า 0 < |x− a| < δ แล้ว

f(x) > M

ดังน้ัน
1

f(x)
<

1

M
= ϵ

จงึได้วา่ ∣∣∣∣ 1

f(x)
− 0

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ 1

f(x)

∣∣∣∣ = 1

f(x)
< ϵ

ดังน้ัน โดยบทนยิาม 4.1.1 จงึได้วา่ limx→a
1

f(x)
= 0

(2) กำหนดให้ limx→a f(x) = −∞ จะแสดงวา่ limx→a
1

f(x)
= 0

กำหนดให้จำนวนจรงิ ϵ > 0 และเลอืก M = 1
ϵ
> 0 เน ือ่งจาก limx→a f(x) = −∞ จะได้วา่

จะมจีำนวนจรงิ δ > 0 ซึง่ทำให้ ถ้า 0 < |x− a| < δ แล้ว

f(x) < −M

จะได้วา่
f(x) < −1

ϵ
< 0

นัน่คอื
− 1

f(x)
< ϵ

จะเหน็ได้วา่ สำหรับ 0 < |x− a| < δ และ f(x) < 0 ทำให้ได้วา่∣∣∣∣ 1

f(x)
− 0

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 1

f(x)

∣∣∣∣
= − 1

f(x)
< ϵ

ดังน้ัน โดยบทนยิาม 4.1.1 จงึได้วา่ limx→a
1

f(x)
= 0
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จากทีก่ลา่วมาข้างต้นนี้ ได้มกีารกลา่วถงึบทนยิามของลมิติทางซ้ายและลมิติทางขวาไปแล้ว
น้ัน และยังได้ให้บทนยิามของลมิติคา่อนันต์ไปแล้ว ตอ่ไปจะขอกลา่วถงึลมิติทางซ้ายและลมิติทางขวา
ของลมิติคา่อนันตด้์วย ดังบทนยิามตอ่ไปนี้

บทนยิาม 4.2.4 กำหนดให้ f เปน็ฟงักชั์นทีน่ยิามบนบางยา่นใกล้เคยีงของจดุ a จะกลา่ววา่

(1) limx→a+ f(x) = +∞ กต็อ่เม ือ่ สำหรับทกุๆ จำนวนจรงิ M > 0 จะมจีำนวนจรงิ δ > 0 ซึง่
ทำให้

ถ้า a < x < a+ δ แล้ว f(x) > M

(2) limx→a− f(x) = +∞ กต็อ่เม ือ่ สำหรับทกุๆ จำนวนจรงิ M > 0 จะมจีำนวนจรงิ δ > 0 ซึง่
ทำให้

ถ้า a− δ < x < a แล้ว f(x) > M

(3) limx→a+ f(x) = −∞ กต็อ่เม ือ่ สำหรับทกุๆ จำนวนจรงิ M > 0 จะมจีำนวนจรงิ δ > 0 ซึง่
ทำให้

ถ้า a < x < a+ δ แล้ว f(x) < −M

(4) limx→a− f(x) = −∞ กต็อ่เม ือ่ สำหรับทกุๆ จำนวนจรงิ M > 0 จะมจีำนวนจรงิ δ > 0 ซึง่
ทำให้

ถ้า a− δ < x < a แล้ว f(x) < −M

ทฤษฎบีทตอ่ไปคอืทฤษฎบีททีเ่ก ีย่วข้องกับลมิติทางซ้ายและลมิติทางขวาของลมิติคา่อนันต์
ของฟงักชั์น

ทฤษฎบีท 4.2.3 กำหนดให้ f : D → R เปน็ฟงักชั์นคา่จรงิ เม ือ่ D เปน็เซตยอ่ยทีไ่มเ่ปน็เซตวา่งของ
R จะได้วา่

limx→a f(x) = +∞ กต็อ่เม ือ่ limx→a− f(x) = +∞ = limx→a+ f(x)

การพิสจูน์ (⇒) กำหนดให้ limx→a f(x) = +∞ จะแสดงวา่ limx→a− f(x) = +∞ = limx→a+ f(x)

กำหนดให้จำนวนจรงิ M > 0 และเนือ่งจาก limx→a f(x) = +∞ จะได้วา่ จะมจีำนวนจรงิ δ > 0

ซึง่ทำให้

ถ้า 0 < |x− a| < δ แล้ว f(x) > M
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จะเหน็วา่ ถ้า a < x < a + δ แล้ว a− δ < x < a + δ ดังน้ัน f(x) > M โดยบทนยิาม 4.2.4 ข้อ
(1) จงึได้วา่

lim
x→a+

f(x) = +∞

และถ้า a− δ < x < a แล้ว a− δ < x < a+ δ ดังน้ัน f(x) > M โดยบทนยิาม 4.2.4 ข้อ (2) จงึ
ได้วา่

lim
x→a−

f(x) = +∞

(⇐) กำหนดให้ limx→a− f(x) = +∞ = limx→a+ f(x) จะแสดงวา่ limx→a f(x) = +∞
กำหนดให้ M > 0 จาก limx→a+ f(x) = +∞ จะได้วา่ จะมจีำนวนจรงิ δ1 > 0 ซึง่ทำให้

ถ้า a < x < a+ δ1 แล้ว f(x) > M

และเนือ่งจาก limx→a− f(x) = +∞ จะมจีำนวนจรงิ δ2 > 0 ซึง่ทำให้
ถ้า a− δ2 < x < a แล้ว f(x) > M

เลอืก δ = min{δ1, δ2} จะได้วา่ สำหรับ a− δ < x < a+ δ จะเหน็วา่
ถ้า a− δ2 < a− δ < x < a แล้ว f(x) > M

และ
ถ้า a < x < a+ δ < a+ δ1 แล้ว f(x) > M

จงึสรปุได้วา่ ถ้า 0 < |x− a| < δ แล้ว f(x) > M ดังน้ัน โดยบทนยิาม 4.2.3 จะได้วา่

lim
x→a

f(x) = +∞

ไมเ่พยีงแตข้่างต้นทีก่ลา่วมาเทา่น้ัน ในเร ือ่งของลมิติยังคงมกีารพจิารณาฟงักชั์นทีม่คีา่ลมิติท ี่
อนันตอ์กีด้วย นัน่คอื เปน็การพจิารณาคา่ลมิติเม ือ่ x เข้าส ู่+∞ หรอื −∞ ดังจะนยิามในบทนยิามตอ่
ไปนี้

บทนยิาม 4.2.5 กำหนดให้ f เปน็ฟงักชั์นทีน่ยิามบนบางยา่นใกล้เคยีงของจดุ a จะกลา่ววา่
limx→+∞ f(x) = L กต็อ่เม ือ่ สำหรับทกุๆ จำนวนจรงิ ϵ > 0 จะมจีำนวนจรงิ M > 0 ซึง่ทำให้

ถ้า x > M แล้ว |f(x)− L| < ϵ

และจะกลา่ววา่ limx→−∞ f(x) = L ก็ตอ่เม ือ่ สำหรับทกุๆ จำนวนจรงิ ϵ > 0 จะมีจำนวนจรงิ
M > 0 ซึง่ทำให้

ถ้า x < −M แล้ว |f(x)− L| < ϵ

ตอ่ไปเปน็ตัวอยา่งของการพจิารณาคา่ของลมิติท ีอ่นันตโ์ดยใช้บทนยิามข้างต้น
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ตัวอยา่ง 4.2.4 กำหนดให้ f : (0,∞) → R โดยที่ f(x) = x+1
2x

จงแสดงวา่ limx→+∞ f(x) = 1
2

วิธีทำ กำหนดให้จำนวนจรงิ ϵ > 0 และเลอืก M = 1
ϵ
> 0 จะได้วา่ ถ้า x > M > 0 แล้ว 1

x
< 1

M

ดังน้ัน ∣∣∣∣f(x)− 1

2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣x+ 1

2x
− 1

2

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣x+ 1− x

2x

∣∣∣∣
=

1

2x

<
1

x

<
1

M
= ϵ

โดยบทนยิาม 4.2.5 สรปุได้วา่ limx→+∞ f(x) = 1
2

ตอ่ไปจะเปน็ทฤษฎบีททีเ่ก ีย่วข้องกับฟงักชั์นทีม่คีา่ลมิติท ีอ่นันต์

ทฤษฎบีท 4.2.4 ถ้า limx→+∞ f(x) = L แล้วจะมจีำนวนจรงิ a ซึง่ทำให้ฟงักชั์น f มขีอบเขตใน
ชว่ง [a,∞)

การพิสจูน์ กำหนดให้ limx→+∞ f(x) = L จะแสดงวา่ จะมจีำนวนจรงิ a ซึง่ทำให้ f มขีอบเขตใน
ชว่ง [a,∞) จาก limx→+∞ f(x) = L จะได้วา่ สำหรับ ϵ = 1 > 0 จะได้วา่ จะมจีำนวนจรงิ K > 0

ซึง่ทำให้
ถ้า x > K แล้ว |f(x)− L| < 1

จากน้ันเราเลอืก M = 1 + |L| > 0 และ a > K จะได้วา่ สำหรับทกุๆ x ∈ [a,∞) จะได้วา่

|f(x)| ≤ |f(x)− L|+ |L|
< 1 + |L|
= M

ดังน้ัน โดยบทนยิาม 4.1.2 จะได้วา่ฟงักชั์น f มขีอบเขตในชว่ง [a,∞)

ทฤษฎบีท 4.2.5 กำหนดให้ f : D → R เปน็ฟงักชั์นคา่จรงิ เม ือ่ D เปน็เซตยอ่ยทีไ่มเ่ปน็เซตวา่งของ
R จะได้วา่ limx→+∞ f(x) = L กต็อ่เม ือ่ limn→+∞ f(xn) = L สำหรับทกุๆ ลำดับ {xn}∞n=1 ⊆ D

ซึง่ limn→+∞ xn = +∞

การพิสจูน์ (⇒) กำหนดให้ limx→+∞ f(x) = L และ limn→+∞ xn = +∞
จะแสดงวา่ limn→+∞ f(xn) = L

กำหนดให้จำนวนจรงิ ϵ > 0 และจาก limx→+∞ f(x) = L จะได้วา่ จะมจีำนวนจรงิ K > 0 ซึง่ทำให้
ถ้า x > K แล้ว |f(x)− L| < ϵ
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เนือ่งจาก K > 0 และ limn→+∞ xn = +∞ โดยบทนยิาม 3.1.4 จะได้วา่ จะมีN ∈ N ซึง่ทำให้

xn > K สำหรับทกุๆ n > N

จงึทำให้ได้วา่ สำหรับทกุๆ n > N ซึง่ xn > K ดังน้ัน

|f(xn)− L| < ϵ

โดยบทนยิาม 3.1.2 จงึทำให้ได้วา่ limn→+∞ f(xn) = L

(⇐) แบบฝกึหัด

และในสว่นสดุท้ายของหัวข้อนี้ จะกลา่วถงึบทนยิามของฟงักชั์นของลิมติท ี่อนันต์ซึง่ม ีคา่
อนันต์ ดังบทนยิามตอ่ไปนี้

บทนยิาม 4.2.6 กำหนดให้ f : D → R เม ือ่ D เปน็เซตยอ่ยทีไ่มเ่ปน็เซตวา่งของ R จะกลา่ววา่

(1) limx→+∞ f(x) = +∞ กต็อ่เม ือ่ สำหรับทกุๆ จำนวนจรงิ M > 0 จะมจีำนวนจรงิ K > 0

ซึง่ทำให้

ถ้า x > K แล้ว f(x) > M

(2) limx→−∞ f(x) = +∞ กต็อ่เม ือ่ สำหรับทกุๆ จำนวนจรงิ M > 0 จะมจีำนวนจรงิ K > 0

ซึง่ทำให้

ถ้า x < −K แล้ว f(x) > M

(3) limx→+∞ f(x) = −∞ กต็อ่เม ือ่ สำหรับทกุๆ จำนวนจรงิ M > 0 จะมจีำนวนจรงิ K > 0

ซึง่ทำให้

ถ้า x > K แล้ว f(x) < −M

(4) limx→−∞ f(x) = −∞ กต็อ่เม ือ่ สำหรับทกุๆ จำนวนจรงิ M > 0 จะมจีำนวนจรงิ K > 0

ซึง่ทำให้

ถ้า x < −K แล้ว f(x) < −M

ตอ่ไปเปน็ตัวอยา่งของการหาคา่ของลมิติท ีอ่นันตแ์ละมคีา่อนันต์ โดยใช้บทนยิาม 4.2.6 ข้าง
ต้นในการพจิารณา

ตัวอยา่ง 4.2.5 จงพสิจูนว์า่ limx→+∞
x2+x−2
x−1

= +∞
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การพิสจูน์ กำหนดให้ M > 0 และเลอืก K = M จะเหน็วา่ ถ้า x > K แล้ว

f(x) =
x2 + x− 2

x− 1

=
(x− 1)(x+ 2)

x− 1
= x+ 2

> x

> K

= M

โดยบทนยิาม 4.2.6 ข้อ (1) จงึได้วา่ limx→+∞
x2+x−2
x−1

= +∞

ตอ่ไปจะกลา่วถงึทฤษฎบีททีเ่ก ีย่วข้องกับลมิติของฟงักชั์นทีอ่นันตซ์ึง่มคีา่ลมิติเปน็คา่อนันต์

ทฤษฎบีท 4.2.6 กำหนดให้ f : D → R เม ือ่ D เปน็ เซตยอ่ยที่ไม ่เปน็ เซตวา่งของ R แล้ว
limx→+∞ f(x) = +∞ กต็อ่เม ือ่ limx→+∞ f(xn) = +∞ สำหรับทกุๆ สำดับ {xn}∞n=1 ⊆ D

ซึง่ limn→+∞ xn = +∞

การพิสจูน์ แบบฝกึหัด (คำแนะนำ: แสดงทำนองเดยีวกับทฤษฎบีท 4.2.5)

ทฤษฎบีท 4.2.7 กำหนดให้ f : D → R เปน็ฟงักชั์นคา่จรงิ เม ือ่ D เปน็เซตยอ่ยทีไ่มเ่ปน็เซตวา่งของ
จำนวนจรงิ แล้วข้อความตอ่ไปนี้เปน็จรงิ

(1) limx→+∞ f(x) = A กต็อ่เม ือ่ limt→0+ f(1
t
) = A

(2) limx→+∞ f(x) = +∞ กต็อ่เม ือ่ limt→0+ f(1
t
) = +∞

(3) limx→+∞ f(x) = −∞ กต็อ่เม ือ่ limt→0+ f(1
t
) = −∞

การพิสจูน์ กำหนดให้ f : D → R เปน็ฟงักชั์นคา่จรงิ

(1) (⇒) กำหนดให้ limx→+∞ f(x) = A จะแสดงวา่ limt→0+ f(1
t
) = A

กำหนดให้จำนวนจรงิ ϵ > 0 และจาก limx→+∞ f(x) = A จะได้วา่ จะมจีำนวนจรงิ K > 0

ซึง่ทำให้

ถ้า x > K แล้ว |f(x)− A| < ϵ (4.1)

เราเลอืก δ = 1
K

> 0 จะได้วา่ สำหรับทกุๆ t ∈ Df ถ้า 0 < t < 1
K

จะได้วา่ 1
t
> K จาก

(4.1) แล้ว ทำให้ได้วา่ ∣∣∣∣f (1

t

)
− A

∣∣∣∣ < ϵ

ดังน้ัน โดยบทนยิาม 4.2.1 จงึได้วา่

lim
t→0+

f

(
1

t

)
= A
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(⇐) กำหนดให้ limt→0+ f(1
t
) = A จะแสดงวา่ limx→+∞ f(x) = A

กำหนดให้จำนวนจรงิ ϵ > 0 เน ือ่งจาก limt→0+ f(1
t
) = A โดยบทนยิาม 4.2.1 จะได้วา่ จะมี

จำนวนจรงิ δ > 0 ซึง่ทำให้

ถ้า 0 < t < δ แล้ว
∣∣∣∣f (1

t

)
− A

∣∣∣∣ < ϵ (4.2)

เลอืก K = 1
δ
> 0 จะได้วา่ สำหรับทกุๆ x ∈ Df

ถ้า x > K =
1

δ
แล้ว 0 <

1

x
< δ

โดย (4.2) จงึได้วา่
|f(x)− A| < ϵ

ดังน้ัน โดยบทนยิาม 4.2.5 จงึได้วา่ limx→+∞ f(x) = A

(2) (⇒) กำหนดให้ limx→+∞ f(x) = +∞ จะแสดงวา่ limt→0+ f(1
t
) = +∞

กำหนดให้จำนวนจรงิ M > 0 และจาก limx→+∞ f(x) = +∞ โดยบทนยิาม 4.2.6 จะได้วา่
จะมจีำนวนจรงิ K > 0 ซึง่ทำให้

ถ้า x > K แล้ว f(x) > M (4.3)

ถ้าเลอืก δ = 1
K

> 0 แล้ว จะได้วา่ สำหรับทกุๆ t ∈ Df ถ้า 0 < t < 1
K

จงึได้วา่ 1
t
> K แล้ว

โดย (4.3) จะได้วา่
f

(
1

t

)
> M

โดยบทนยิาม 4.2.4 ข้อ (1) จงึได้วา่ limt→0+ f(1
t
) = +∞

(⇐) กำหนดให้ limt→0+ f(1
t
) = +∞ จะแสดงวา่ limx→+∞ f(x) = +∞

กำหนดให้จำนวนจรงิ M > 0 และเนือ่งจาก limt→0+ f(1
t
) = +∞ โดยบทนยิาม 4.2.4 ข้อ

(1) จะได้วา่ จะมจีำนวนจรงิ δ > 0 ซึง่ทำให้

ถ้า 0 < t < δ แล้ว f

(
1

t

)
> M (4.4)

เราเลอืก K = 1
δ
จะเหน็วา่ สำหรับทกุๆ x ∈ Df

ถ้า x > K =
1

δ
แล้ว 0 <

1

x
< δ

โดย (4.4) จะได้วา่ f(x) > M ดังน้ัน โดยบทนยิาม 4.2.6 จงึได้วา่ limx→+∞ f(x) = +∞

(3) แบบฝกึหัด
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4.3 บทสรปุ
จากเนื้อหาท้ังหมดทีก่ลา่วมาในบทนี้ ได้เร ิม่ ต้นจากการให้บทนยิามของลิมติของฟงักชั์น

พร้อมท้ังยกตัวอยา่งการหาคา่ลมิติของฟงักชั์น โดยใช้วธิกีารแสดงตามบทนยิาม และได้พสิจูนท์ฤษฎบีท
ทีส่ำคัญของลมิติฟงักชั์น ยกตัวอยา่งเชน่ คา่ของลมิติฟงักชั์นจะมเีพยีงคา่เดยีวเทา่น้ัน (ดังทฤษฎบีท
4.1.1) และทฤษฎบีททางพชีคณติของลมิติฟงักชั์นซึง่เปน็ส ิง่ท ีถ่กูนำไปใช้คำนวณทางแคลคลัูส รวมถงึ
ความเก ีย่วข้องของฟงักชั์นทีม่คีา่ลมิติและฟงักชั์นทีม่ขีอบเขต และบทพสิจูนข์อง sandwich theorem
จากน้ันในหัวข้อทีส่อง ได้ศกึษาเก ีย่วกับลมิติทางซ้ายและลมิติทางขวาของฟงักชั์น โดยมบีทพสิจูน์ท ี่
สำคัญนัน่คอื ถ้าคา่ลมิติทางซ้ายเทา่กับคา่ลมิติทางขวาแล้วลมิติของฟงักชั์นนี้จะหาคา่ได้ จากน้ันยังได้
กลา่วถงึลมิติท ีม่คีา่อนันต์ ลมิติท ีอ่นันต์ รวมถงึทฤษฎบีทและตัวอยา่งทีเ่ก ีย่วข้องกับลมิติท ีม่คีา่อนันต์
และลมิติทีอ่นันต์ด้วย ซึง่โดยรวมของการศกึษาหัวข้อนี้ เปน็ความร ู้พ ื้นฐานของลมิติของฟงักชั์นทีไ่ม ่
ล ูเ่ข้าหรอืเข้าส ูค่า่อนันต์ ซึง่เปน็ประโยชน์ในการคำนวณทางแคลคลัูสและเปน็เคร ือ่งมอืในการพสิจูน์
ทฤษฎบีททีเ่ก ีย่วข้องกับลมิติของฟงักชั์น เพือ่นำไปใช้เปน็เคร ือ่งมอืในการพสิจูน์อ ืน่ๆ ในระดับทีส่งูขึ้น
ตอ่ไป

แบบฝกึหัดท้ายบท
1. จงพสิจูนท์ฤษฎบีท 4.1.3 ข้อ 4. 6. และ 7.

2. จงพสิจูนบ์ทต้ัง 4.1.1

3. จงพสิจูนบ์ทกลับของทฤษฎบีท 4.2.5

4. จงพสิจูนท์ฤษฎบีท 4.2.6

5. จงพสิจูนท์ฤษฎบีท 4.2.7 ข้อ 3.

6. จงใช้บทนยิามของลมิติ 4.1.1 พสิจูนข้์อความตอ่ไปนี้

6.1 limx→2(3x− 1) = 5

6.2 limx→2
x2−x−2
x−2

= 3

7. จงพสิจูนว์า่ ถ้า limx→a|f(x)| = 0 แล้ว limx→a f(x) = 0

8. จงพสิจูนว์า่ ถ้า limx→a+ f(x) = L และ limx→a+ g(x) = M

8.1 limx→a+ [f(x) + g(x)] = L+M

8.2 limx→a+ [f(x)g(x)] = LM

8.3 ถ้า M ̸= 0 แล้ว limx→a+ [
f(x)
g(x)

] = L
M



บทที่ 5
ฟงักชั์นตอ่เนือ่ง

จากบทที่ 4 ได้แนะนำบทนยิามของฟงักชั์น แสดงบทพสิจูน์ของการหาลิมติของฟงักชั์น
พร้อมท้ังยกตัวอยา่งการพจิารณาคา่ลมิติล ูเ่ข้าของฟงักชั์นทีก่ำหนดให้ รวมถงึบนลมิติท ีอ่นันต์และล-ิ
มติคา่อนันต์ และให้บทพสิจูน์ของคณุสมบัติท ีส่ำคัญพร้อมท้ังความร ู้พ ื้นฐานของลิมติของฟงักชั์นไว้
แล้ว ในบทนี้ จงึจะนำความร ู้ในเร ือ่งดังกลา่วมาใช้เพือ่จะพจิารณาความตอ่เน ือ่งของฟงักชั์น โดยได้ให้
บทนยิามของฟงักชั์นตอ่เน ือ่งไว้ในบทนยิามที่ 5.1.1 พร้อมยกตัวอยา่งประกอบ จากน้ันจงึได้นำเสนอ
ทฤษฎบีทตา่งๆ ของฟงักชั์นตอ่เน ือ่ง ย ิง่ไปกวา่น้ัน จากในบทที่ 4 ได้มกีารให้บทนยิามของคำวา่ลมิติ
ทางซ้ายและลมิติทางขวาไปแล้วน้ัน ในบทนี้ จะนำความร ู้จากเร ือ่งดังกลา่วมาพจิารณาความตอ่เน ือ่ง
ทางซ้ายและความตอ่เน ือ่งทางขวา ณ จดุจดุหนึง่ด้วย จงึนำไปส ูก่ารนยิามฟงักชั์นตอ่เน ือ่งบนชว่ง [a, b]
เม ือ่ a, b ∈ R จากบทนยิามนี้ทำให้ได้รับทฤษฎบีททีส่ำคัญ เชน่ ทฤษฎบีทคา่สดุขดี (extreme value
theorem) และทฤษฎบีทคา่ระหวา่งกลาง (intermediate value theorem) เปน็ต้น ตอ่จากน้ันในสว่น
ทีส่องของบทนี้ ยังได้แนะนำฟงักชั์นตอ่เน ือ่งแบบเอกรปู โดยฟงักชั์นทีต่อ่เน ือ่งแบบเอกรปูเปน็การขยาย
การพจิารณาฟงักชั์นตอ่เน ือ่ง ณ ทีจ่ดุจดุหนึง่ ไปเปน็การพจิารณาจดุบนเซตเซตหนึง่ ซึง่ได้ให้บทนยิาม
ไว้ในบทนยิามที่ 5.2.1 พร้อมท้ังได้ยกตัวอยา่งของฟงักชั์นทีม่คีวามตอ่เน ือ่งแบบเอกรปูและทฤษฎบีท
ทีส่ำคัญของฟงักชั์นทีต่อ่เน ือ่งแบบเอกรปูและการพสิจูน์ของทฤษฎบีทเหลา่น้ันไว้ในสว่นนี้ และในสว่น
สดุท้ายของบทนี้ ยังได้แนะนำฟงักชั์นทางเดยีวและฟงักชั์นทางเดยีวโดยแท้ไว้อกีด้วย ดังน้ัน จะขอเร ิม่
ต้นบทนี้ด้วยการให้บทนยิามของฟงักชั์นตอ่เน ือ่งในบทนยิามตอ่ไปนี้

5.1 ฟงักชั์นตอ่เนือ่ง
ในสว่นแรกนี้จะเร ิม่ต้นจากกการกลา่วถงึบทนยิามของฟงักชั์นตอ่เน ือ่ง ดังบทนยิามตอ่ไปนี้

บทนยิาม 5.1.1 กำหนดให้ f เปน็ฟงักชั์นที่นยิามบนบางยา่นใกล้ เคยีงของจดุ a จะกลา่ววา่ f

เปน็ฟังก์ชันต่อเน่ือง (continuous function) ท่ีจดุ a กต็อ่เม ือ่ สำหรับทกุจำนวนจรงิ ϵ > 0 จะมี
จำนวนจรงิ δ > 0 ทีท่ำให้

ถ้า |x− a| < δ แล้ว |f(x)− f(a)| < ϵ

จากบทนยิามข้างต้น จะเหน็วา่ฟงักชั์น f เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งท ีจ่ดุ a กต็อ่เม ือ่

lim
x→a

f(x) = f(a)

ซึง่ทำให้สามารถสรปุได้อกีวา่ f เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งท ีจ่ดุ a กต็อ่เม ือ่

(1) f(a) หาคา่ได้
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(2) limx→a f(x) หาคา่ได้

(3) limx→a f(x) = f(a)

และถ้าฟงักชั์น f สอดคล้องสมบัตข้ิอ (2) ข้างต้น แต ่ f(a) หาคา่ไมไ่ด้หรอื limx→a f(x) ̸= f(a) (นัน่
คอืไมส่อดคล้องข้อ (1) หรอืข้อ (3)) จะเรยีกฟงักชั์น f วา่ฟังก์ชันไม่ต่อเน่ืองแบบขจัดได้ (removable
discontinuous function) ท่ีจดุ a

ตอ่ไปจะเสนอตัวอยา่งของการพจิารณาความเปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งตามบทนยิาม 5.1.1

ตัวอยา่ง 5.1.1 กำหนดให้ f(x) = x2−25
x−5

จงแสดงวา่ f เปน็ฟงักชั์นไมต่อ่เน ือ่งแบบขจัดได้ทีจ่ดุ
x = 5

วิธีทำ เน ือ่งจาก f(x) = x2−25
x−5

จะได้วา่

lim
x→5

f(x) = lim
x→5

x2 − 25

x− 5
= 10

แต่ f(5) หาคา่ไมไ่ด้ ดังน้ัน f ไมต่อ่เน ือ่งแบบขจัดได้ทีจ่ดุ x = 5

หมายเหตุ จากตัวอยา่ง 5.1.1 ถ้าเรานยิาม

f(x) =

x2−25
x−5

เม ือ่ x ̸= 5

10 เม ือ่ x = 5

จะเหน็วา่ ฟงักชั์น f ตอ่เนือ่งทีจ่ดุ x = 5

นอกจากนี้ถ้า limx→a+ f(x) และ limx→a− f(x) หาคา่ได้ แตค่า่ท ีไ่ด้น้ันไมเ่ทา่กัน จะกลา่ว
วา่ฟงักชั์น f น้ันไม่ต่อเน่ืองแบบกระโดดท่ี a (jum discontinuous at a) ดังตัวอยา่งตอ่ไปนี้

ตัวอยา่ง 5.1.2 กำหนดให้

f(x) =

1 ถ้า x ≥ 0

0 ถ้า x < 0

จงแสดงวา่ f เปน็ฟงักชั์นทีไ่มต่อ่เน ือ่งแบบกระโดดทีจ่ดุ x = 0

วิธีทำ จะแยกพจิารณาเปน็ 2 กรณี
กรณทีี่ 1 สำหรับทกุๆ x > 0 จะได้วา่ f(x) = 1 ดังน้ัน limx→0+ f(x) = 1

กรณทีี่ 2 สำหรับทกุๆ x < 0 จะได้วา่ f(x) = 0 ดังน้ัน limx→0− f(x) = 0

ซึง่จะเหน็วา่
lim
x→0+

f(x) ̸= lim
x→0−

f(x)

ดังน้ัน ฟงักชั์น f เปน็ฟงักชั์นทีไ่มต่อ่เน ือ่งแบบกระโดดทีจ่ดุ x = 0
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ทฤษฎบีทตอ่ไปจะกลา่วถงึความสัมพันธร์ะหวา่งฟงักชั์นตอ่เน ือ่งกับการล ูเ่ข้าของฟงักชั์นของ
ลำดับทีล่ ูเ่ข้า รายละเอยีดดังทฤษฎบีทตอ่ไปนี้

ทฤษฎบีท 5.1.1 กำหนดให้ f เปน็ฟงักชั์นนยิามบน N(a, δ1) สำหรับบางจำนวนจรงิ δ1 > 0 ดังน้ัน
ฟงักชั์น f เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งท ีจ่ดุ a กต็อ่เม ือ่ limn→∞ f(xn) = f(a) สำหรับทกุลำดับ {xn}∞n=1

ใน Df ซึง่ limn→∞ xn = a โดยที่ xn ̸= a ทกุๆ n ∈ N

การพิสจูน์ กำหนดให้ f เปน็ฟงักชั์นนยิามบน N(a, δ1) สำหรับบางจำนวนจรงิ δ1 > 0

(⇒) กำหนดให้ f เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งท ีจ่ดุ a และสำหรับ {xn}∞n=1 ใน Df ซึง่ limn→∞ xn = a

โดยที่ xn ̸= a ทกุๆ n ∈ N จะแสดงวา่ limn→∞ f(xn) = f(a)

กำหนดให้จำนวนจรงิ ϵ > 0 เน ือ่งจาก f เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งทีจ่ดุ a จะได้วา่ จะมจีำนวนจรงิ
δ2 > 0 ซึง่ทำให้

ถ้า |x− a| < δ2 แล้ว |f(x)− f(a)| < ϵ

และจากสมมตฐิาน limn→∞ xn = a และเลอืก δ = min{δ1, δ2} ซึง่ δ > 0 จะได้วา่ จะมี N ∈ N
ซึง่ทำให้

|xn − a| < δ สำหรับทกุๆ n > N

เน ือ่งจาก δ ≤ δ2 จะเหน็วา่ สำหรับ |xn − a| < δ แล้ว

|f(xn)− f(a)| < ϵ สำหรับทกุๆ n > N

ดังน้ัน โดยบทนยิาม 3.1.2 จะได้วา่ limn→∞ f(xn) = f(a)

(⇐) กำหนดให้ limn→∞ f(xn) = f(a) สำหรับลำดับ {xn}∞n=1 ⊆ Df ซึง่ limn→∞ xn = a โดยที่
xn ̸= a ทกุๆ n ∈ N จะแสดงวา่ f เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งทีจ่ดุ a จะพสิจูนโ์ดยการหาข้อขัดแย้ง

สมมตใิห้ f ไมเ่ปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งท ีจ่ดุ a จะได้วา่ จะมจีำนวนจรงิ ϵ > 0 และสำหรับทกุๆ
จำนวนจรงิ δ > 0 จะมี x ∈ Df ซึง่ทำให้

|x− a| < δ แต่ |f(x)− f(a)| ≥ ϵ

เน ือ่งจาก มี x ∈ Df ซึง่ทำให้ |x − a| < δ สำหรับทกุๆ จำนวนจรงิ δ > 0 ดังน้ัน จะเหน็วา่ สำหรับ
ทกุๆ n ∈ N จะมี a1, a2, ..., an ∈ Df ซึง่ทำให้

|a1 − a| < 1

|a2 − a| <
1

2
...

|an − a| <
1

n
(5.1)
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แต ่

|f(a1)− f(a)| ≥ ϵ1

|f(a2)− f(a)| ≥ ϵ2
...

|f(an)− f(a)| ≥ ϵn

สำหรับบางจำนวนจรงิ ϵ1, ϵ2, . . . , ϵn > 0 จากข้างต้น จะเหน็วา่ลำดับ {an} ⊆ Df ใน (5.1) และ
limn→∞ an = a แตจ่ากสมมตฐิานวา่ ถ้า limn→∞ an = a แล้ว limn→∞ f(an) = f(a) จงึเกดิข้อ
ขัดแย้งกับที่ |f(an)− f(a)| ≥ ϵn จงึทำให้สรปุได้วา่ f เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งท ีจ่ดุ a

ตอ่ไปเปน็ทฤษฎบีทของฟงักชั์นตอ่เน ือ่งในทางพชีคณติ ซึง่ถกูนำไปประยกุตใ์ช้ในทางแคลค-ู
ลัสอย ูเ่สมอ ยกตัวอยา่งเชน่ ถ้ามฟีงักชั์นทีต่อ่เน ือ่ง 2 ฟงักชั์น เม ือ่นำมาบวก คณูหรอืหารกัน แล้วยังคง
เปน็ฟงักชั์นทีต่อ่เน ือ่งอย ูนั่น่เอง ซึง่ในการนยิามการบวก การคณู และการหารของฟงักชั์นน้ันได้ให้การ
นยิามไปแล้วในดังบทนยิาม 4.1.3

ทฤษฎบีท 5.1.2 ให้ f และ g เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งทีจ่ดุ a แล้ว f + g และ fg เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งที่
จดุ a และถ้า g(a) ̸= 0 แล้ว f

g
จะเปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งทีจ่ดุ a

การพิสจูน์ กำหนดให้ f และ g เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งท ีจ่ดุ a จะได้วา่

limx→a f(x) = f(a) และ limx→a g(x) = g(a)

จะแสดงวา่ f + g เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งท ีจ่ดุ a นัน่คอื จะแสดงวา่ limx→a(f + g)(x) = (f + g)(a)

โดยทฤษฎบีท 4.1.3 จะได้วา่

lim
x→a

(f + g)(x) = lim
x→a

(f(x) + g(x))

= lim
x→a

f(x) + lim
x→a

g(x)

= f(a) + g(a)

= (f + g)(a)

ดังน้ัน f + g เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งท ีจ่ดุ a ตอ่ไปจะแสดงวา่ fg เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งท ีจ่ดุ a นัน่คอื จะ
แสดงวา่ limx→a(fg)(x) = (fg)(a) โดยทฤษฎบีท 4.1.3 จะได้วา่

lim
x→a

(fg)(x) = lim
x→a

(f(x)g(x))

= (lim
x→a

f(x))(lim
x→a

g(x))

= f(a)g(a)

= (fg)(a)

ดังน้ัน fg เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งท ีจ่ดุ x = a และสำหรับ g(a) ̸= 0 จะแสดงวา่ f
g
เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่ง
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ทีจ่ดุ a นัน่คอื จะแสดงวา่ limx→a

(
f
g

)
(x) = f

g
(a) โดยบทแทรก 4.1.1 จะได้วา่

lim
x→a

(
f

g

)
(x) = lim

x→a

f(x)

g(x)

=
limx→a f(x)

limx→a g(x)

=
f(a)

g(a)

=

(
f

g

)
(a)

ดังน้ัน f
g
เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งทีจ่ดุ a เม ือ่ g(a) ̸= 0

ตอ่ไปเปน็ตัวอยา่งประกอบทฤษฎบีท 5.1.2 ดังตัวอยา่งตอ่ไปนี้

ตัวอยา่ง 5.1.3 จงแสดงวา่ f(x) = x5 + 2x2 เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งทีจ่ดุ x = 1

วิธีทำ เน ือ่งจาก f(x) = x5 + 2x2 = x2(x3 + 2) ซึง่จะเหน็วา่

lim
x→1

x2 = 1 = 12

ดังน้ัน x2 เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งท ีจ่ดุ x = 1 และสำหรับ x3 + 2 จะเหน็วา่

lim
x→1

(x3 + 2) = 3 = 13 + 2

ดังน้ัน x3 + 2 เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งท ีจ่ดุ x = 1 จากทฤษฎบีท 5.1.2 ทำให้ได้วา่ x2(x3 + 2) เปน็
ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งท ีจ่ดุ x = 1 ดังน้ัน x5 + 2x2 เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งทีจ่ดุ x = 1

ตอ่ไปจงึมคีำถามชวนสงสัยตอ่วา่แล้วหากนำฟงักชั์นตอ่เน ือ่ง 2 ฟงักชั์นมาประกอบกัน แล้ว
ผลลัพธ์ของฟงักชั์นทีไ่ด้รับจากการประกอบกันน้ันจะยังคงเปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งหรอืไม ่ ดังจะแสดงการ
พสิจูนใ์นสว่นตอ่ไปนี้ แตก่อ่นอืน่ จะขอทบทวนฟงักชั์นประกอบกันกอ่น ดังบทนยิามตอ่ไปนี้

บทนยิาม 5.1.2 กำหนดให้ X,Y และ Z เปน็เซตใดๆ ซึง่ไมเ่ปน็เซตวา่งและให้ f : X → Y และ
g : Y → Z แล้วจะกลา่ววา่ฟงักชั์น g ◦ f : X → Z เปน็ฟังก์ชันประกอบ (composite function)
ถ้า Rf ∩Dg ̸= ∅ และสอดคล้องเง ือ่นไขตอ่ไปนี้

(x, z) ∈ g ◦ f ⇔ ∃y ∈ Y [(x, y) ∈ f ∧ (y, z) ∈ g โดยที่ x ∈ X และ z ∈ Z]

นัน่คอื

g ◦ f = {(x, z) ∈ X × Z|∃y ∈ Y, (x, y) ∈ f ∧ (y, z) ∈ g}

ทฤษฎบีทตอ่ไปนี้ จงึเปน็การแสดงให้ผ ู้ อา่นทราบวา่เม ือ่นำฟงักชั์นตอ่เน ือ่ง 2 ฟงักชั์นมา
ประกอบกันจะยังคงเปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งนัน่เอง
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ทฤษฎบีท 5.1.3 ถ้า f เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งท ีจ่ดุ a และ g เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งท ีจ่ดุ f(a) แล้ว g ◦ f
เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งทีจ่ดุ a

การพิสจูน์ กำหนดให้ f เปน็ฟงักชั์นทีต่อ่เน ือ่งท ีจ่ดุ a และ g เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งท ีจ่ดุ f(a) จะแสดง
วา่ g ◦ f เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งท ีจ่ดุ a

กำหนดให้จำนวนจรงิ ϵ > 0 เน ือ่งจาก g เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งท ีจ่ดุ f(a) จะได้วา่ จะมี
จำนวนจรงิ η > 0 ซึง่ทำให้ สำหรับ y ∈ Dg

ถ้า |y − f(a)| < η แล้ว |g(y)− g(f(a))| < ϵ

และเนือ่งจาก f ตอ่เนือ่งทีจ่ดุ a และจำนวนจรงิ η > 0 จะได้วา่ จะมจีำนวนจรงิ δ > 0 ทีท่ำให้
ถ้า |x− a| < δ แล้ว |f(x)− f(a)| < η

เน ือ่งจาก f(x) ∈ Rf ∩Dg จะได้วา่
ถ้า |f(x)− f(a)| < η แล้ว |g(f(x))− g(f(a))| < ϵ

จากข้างต้น ทำให้สรปุได้วา่ สำหรับทกุๆ จำนวนจรงิ ϵ > 0 จะมีจำนวนจรงิ δ > 0 ซึง่ทำให้ ถ้า
|x− a| < δ แล้ว

|gof(x)− gof(a)| < ϵ

ดังน้ัน โดยบทนยิาม 5.1.1 จะได้วา่ g ◦ f เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งท ีจ่ดุ a

ตอ่ไปขอยกตัวอยา่งประกอบทฤษฎบีท 5.1.3 ดังตัวอยา่งตอ่ไปนี้

ตัวอยา่ง 5.1.4 จงแสดงวา่ฟงักชั์น f(x) = (sinx)2 + 1 เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งบนเซตจำนวนจรงิ

วิธีทำ จาก f(x) = (sinx)2 + 1 กำหนดให้ h(x) = x2 + 1 และ g(x) = sinx ซึง่จะเหน็วา่

(h ◦ g)(x) = h(g(x)) = h(sinx) = (sinx)2 + 1

และเนือ่งจาก
lim
x→a

h(x) = lim
x→a

(x2 + 1) = a2 + 1 = h(a)

ดังน้ัน h เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งสำหรับทกุๆ จำนวนจรงิ a และ

lim
x→a

g(x) = lim
x→a

sinx = sin a = g(a)

ดังน้ัน g เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งสำหรับทกุๆ จำนวนจรงิ a ด้วย ดังน้ันโดยทฤษฎบีท 5.1.3 ทำให้ได้วา่
h ◦ g เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งสำหรับทกุๆ จำนวนจรงิ a จงึสรปุได้วา่ (sinx)2+1 เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งบน
เซตจำนวนจรงิ

ตอ่ไปจะกลา่วถงึบทนยิามของฟงักชั์นตอ่เน ือ่งบนชว่งปดิ [a, b] ซึง่ [a, b] เปน็เซตยอ่ยบนเซต
ของจำนวนจรงิ
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บทนยิาม 5.1.3 กำหนดให้ f เปน็ฟงักชั์นที่นยิามบนบางยา่นใกล้ เคยีงของจดุ a จะกลา่ววา่ f

เปน็ฟังก์ชันต่อเน่ืองทางด้านขวา (right continuous function) ทีจ่ดุ a กต็อ่เม ือ่

lim
x→a+

f(x) = f(a)

และจะกลา่ววา่ f เปน็ฟังก์ชันต่อเน่ืองทางด้านซ้าย (left continuous function) ทีจ่ดุ a กต็อ่เม ือ่

lim
x→a−

f(x) = f(a)

บทนยิาม 5.1.4 กำหนดให้ f : [a, b] → R เปน็ฟงักชั์น จะกลา่ววา่ f เปน็ฟังก์ชันต่อเน่ืองบนช่วง
(continuous function on interval) [a, b] กต็อ่เม ือ่ f เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งท ีท่กุๆ จดุ c ∈ (a, b)

และ f เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งทางขวาทีจ่ดุ a และ f เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งทางซ้ายทีจ่ดุ b ซึง่สามารถเขยีน
f : [a, b] → R เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่ง แทน f เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งบนชว่ง [a, b] ได้

ตอ่ไปจะพสิจูน์วา่ ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งบนชว่งปดิทีม่ขีอบเขตเปน็ฟงักชั์นทีม่ขีอบเขตบนชว่งปดิ
น้ัน ดังทฤษฎบีทตอ่ไปนี้

ทฤษฎบีท 5.1.4 ถ้า f เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งบนชว่งปดิทีม่ขีอบเขต [a, b] แล้ว f เปน็ฟงักชั์นทีม่ขีอบเขต
บนชว่ง [a, b]

การพิสจูน์ กำหนดให้ f เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งบนชว่งปดิทีม่ขีอบเขต [a, b] จะแสดงวา่ฟงักชั์น f มี
ขอบเขตบนชว่ง [a, b] จะพสิจูนโ์ดยการหาข้อขัดแย้ง

สมมตใิห้ f ไมม่ขีอบเขตบนชว่ง [a, b] จะได้วา่ สำหรับแตล่ะ n ∈ N จะมี xn ∈ [a, b] ซึง่
ทำให้

|f(xn)| > n

เน ือ่งจากชว่งปดิ [a, b] เปน็เซตทีม่ขีอบเขต จงึได้วา่ {xn}∞n=1 เปน็ลำดับทีม่ขีอบเขต และโดยทฤษฎบีท
3.3.5 จะได้วา่ จะมลีำดับยอ่ย {xnk

}∞k=1 ทีล่ ูเ่ข้าของลำดับ {xn}∞n=1 นัน่คอื

lim
k→∞

xnk
= x

สำหรับบาง x ∈ R เน ือ่งจากชว่งปดิ [a, b] เปน็เซตปดิ โดยทฤษฎบีท 3.1.6 จะได้วา่ x ∈ [a, b]

เน ือ่งจาก f เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งทีจ่ดุ x โดยทฤษฎบีท 5.1.1 จะได้วา่

lim
k→∞

f(xnk
) = f(x)

โดยทฤษฎบีท 3.1.4 จะได้วา่ {f(xnk
)} เปน็ลำดับทีม่ขีอบเขต จงึเกดิข้อขัดแย้งกับที่ f ไมม่ขีอบเขต

บนชว่ง [a, b] ดังน้ัน f มขีอบเขตบนชว่ง [a, b]

ตอ่ไปจะกลา่วถงึปัญหาค่าสดุขีด (extreme problem) ของฟงักชั์น โดยกำหนดให้ f เปน็
ฟงักชั์นทีม่ขีอบเขตบนเซต A และนยิาม

M = sup{f(x)|x ∈ A}
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และ
m = inf{f(x)|x ∈ A}

ถ้าฟงักชั์น f มี x1, x2 ∈ Df (ถ้าม)ี ซึง่ทำให้

f(x1) = M หรอื f(x2) = m

และจะเรยีก x1 และ x2 วา่จดุสดุขีด (extreme point) และเรยีก M และ m วา่ค่าสดุขีด (extreme
value) ดังน้ัน ทฤษฎบีทตอ่ไปจะเปน็ทฤษฎบีททีเ่ก ีย่วข้องกับคา่สดุขดี นัน่คอื จะแสดงวา่หากฟงักชั์น
ทีพ่จิารณาน้ันเปน็ฟงักชั์นทีต่อ่เน ือ่งบนชว่งปดิทีม่ขีอบเขตแล้วชว่งปดิน้ันจะมคีา่สดุขดี ดังการพสิจูนต์อ่
ไปนี้

ทฤษฎบีท 5.1.5 [ทฤษฎบีทคา่สดุขดี (extreme value theorem)] ถ้า f เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งบน
ชว่งปดิทีม่ขีอบเขต [a, b] แล้วมจีดุ x1, x2 ∈ [a, b] ซึง่ทำให้ f(x1) = M และ f(x2) = m เม ือ่
M = supx∈[a,b] f(x) และ m = infx∈[a,b] f(x)

การพิสจูน์ กำหนดให้ f เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งบนชว่งปดิทีม่ขีอบเขต [a, b] โดยทฤษฎบีท 5.1.4 จะได้
วา่ f เปน็ฟงักชั์นทีม่ขีอบเขตบนชว่ง [a, b] และโดยสัจพจน์ความบรบิรูณ์จะได้วา่ จะมี M ∈ R ซึง่
ทำให้

M = sup
x∈[a,b]

f(x)

และโดยทฤษฎบีท 1.3.1 จะได้วา่ จะมีm ∈ R ซึง่ทำให้

m = inf
x∈[a,b]

f(x)

ดังน้ัน m ≤ f(x) ≤ M สำหรับทกุๆ x ∈ [a, b]

ตอ่ไปจะแสดงวา่ จะมี x1 ∈ [a, b] ซึง่ทำให้ f(x1) = M เน ือ่งจากข้างต้นได้ทราบวา่
f(x) ≤ M สำหรับทกุๆ x ∈ [a, b] ต้องการจะแสดงวา่ f(x) ≥ M จะพสิจูน์โดยการหาข้อขัดแย้ง
สมมตใิห้ f(x) < M สำหรับทกุๆ x ∈ [a, b] และนยิามให้ฟงักชั์น g : [a, b] → R โดยที่

g(x) =
1

M − f(x)

สำหรับทกุๆ x ∈ [a, b] จะเหน็วา่ g(x) > 0 สำหรับทกุๆ x ∈ [a, b] โดยทฤษฎบีท 5.1.2 จะได้วา่ g

เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งบน [a, b] และโดยทฤษฎบีท 5.1.4 จะได้วา่ g เปน็ฟงักชั์นทีม่ขีอบเขตบนชว่ง [a, b]
นัน่คอื จะมจีำนวนจรงิ K > 0 ซึง่ทำให้

1

M − f(x)
=

∣∣∣∣ 1

M − f(x)

∣∣∣∣ = |g(x)| ≤ K

สำหรับทกุๆ x ∈ [a, b] ดังน้ัน
0 <

1

K
≤ M − f(x)
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จงึได้วา่
f(x) ≤ M − 1

K

สำหรับทกุๆ x ∈ [a, b] นัน่คอืM− 1
K
เปน็ขอบเขตบน จงึเกดิข้อขัดแย้งกับทีว่า่M = supx∈[a,b] f(x)

ดังน้ัน f(x) ≥ M สำหรับบาง x ∈ [a, b] แตเ่น ือ่งจาก f(x) ≤ M สำหรับทกุๆ x ∈ [a, b] ดังน้ัน
ทำให้ได้วา่ จะมี x1 ∈ [a, b] ซึง่ทำให้ f(x1) = M

ตอ่ไปจะแสดงวา่ จะมี x2 ∈ [a, b] ซึง่ทำให้ f(x2) = m โดยจะใช้ผลลัพธข้์างต้นทีพ่สิจูนม์า
โดยพจิารณาฟงักชั์น f แทนด้วยฟงักชั์น (−f) และเนือ่งจาก f เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งบนชว่ง [a, b] จะ
ได้วา่ (−f) เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งบนชว่ง [a, b] ดังน้ัน ถ้า −f(x) < −m แล้วจะได้วา่

−m = sup
x∈[a,b]

(−f(x))

จงึทำให้ได้วา่ จะมี x2 ∈ [a, b] ซึง่ทำให้ −f(x2) = −m นัน่คอื จะมี x2 ∈ [a, b] ซึง่ทำให้ f(x2) =

m

ตอ่ไปจะแสดงตัวอยา่งประกอบทฤษฎบีท 5.1.5

ตัวอยา่ง 5.1.5 จงหาจดุบนชว่ง [−1, 3] ทีท่ำให้ได้รับคา่ซพูรมัีมและคา่อนิฟมัิมของฟงักชั์น
f(x) = x2

วิธีทำ เน ือ่งจาก f(x) = x2 ซึง่

lim
x→a

x2 = a2 = f(a)

สำหรับทกุๆ a ∈ [−1, 3] นัน่กค็อื f เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งบนชว่ง [−1, 3] และยิง่ไปกวา่น้ันจะเหน็วา่
sup f(x) = 9 และ inf f(x) = 0 สำหรับทกุ x ∈ [−1, 3]

โดยที่ f(3) = 9 และ f(0) = 0 ซึง่เปน็ไปตามทฤษฎบีท 5.1.5 ทีก่ลา่ววา่ จะสามารถหา 0, 3 ∈
[−1, 3] ทีท่ำให้ได้คา่ซพูรมัีมและอนิฟมัิมของฟงักชั์น f(x) = x2 บนชว่ง [−1, 3]

ทฤษฎบีทตอ่ไปเปน็ทฤษฎบีททียั่งคงเก ีย่วข้องกับฟงักชั์นตอ่เน ือ่ง นัน่คอื ถ้าทราบวา่ฟงักชั์น
ทีพ่จิารณาน้ันเปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งท ีจ่ดุ a ∈ R และถ้า f(a) > 0 (หรอื f(a) < 0) แล้วจะได้วา่ จะมี
บางยา่นใกล้เคยีงซึง่บรรจ ุ x ทีท่ำให้ทกุจดุในยา่นใกล้เคยีงน้ัน มคีา่ f(x) > 0 (หรอื f(x) < 0) ดังบท
พสิจูนต์อ่ไปนี้

ทฤษฎบีท 5.1.6 กำหนดให้ f : R → R เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งท ีจ่ดุ a เม ือ่ a ∈ R แล้ว

(1) ถ้า f(a) > 0 แล้วจะมจีำนวนจรงิ δ > 0 ซึง่ทำให้ f(x) > 0 สำหรับทกุๆ x ∈ N(a, δ)

(2) ถ้า f(a) < 0 แล้วจะมจีำนวนจรงิ δ > 0 ซึง่ทำให้ f(x) < 0 สำหรับทกุๆ x ∈ N(a, δ)

การพิสจูน์ กำหนดให้ f : R → R เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งท ีจ่ดุ a เม ือ่ a ∈ R
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(1) สมมตใิห้ f(a) > 0 จะแสดงวา่ จะมจีำนวนจรงิ δ > 0 ซึง่ทำให้ f(x) > 0 สำหรับทกุๆ
x ∈ N(a, δ) เน ือ่งจาก f เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งท ีจ่ดุ a จะได้วา่ สำหรับ ϵ = f(a)

2
> 0 จะมี

จำนวนจรงิ δ > 0 ซึง่ทำให้

ถ้า |x− a| < δ แล้ว |f(x)− f(a)| < f(a)
2

ทำให้ได้วา่
0 < −f(a)

2
+ f(a) < f(x) <

f(a)

2
+ f(a)

จงึสรปุได้วา่ จะมจีำนวนจรงิ δ > 0 ซึง่ทำให้ สำหรับทกุๆ x ∈ N(a, δ) แล้ว f(x) > 0

(2) สมมตใิห้ f(x) < 0 จะแสดงวา่ จะมจีำนวนจรงิ δ > 0 ซึง่ทำให้ f(x) < 0 สำหรับทกุๆ
x ∈ N(a, δ) เน ือ่งจาก f เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งท ีจ่ดุ a จะได้วา่ สำหรับ ϵ = −f(a)

2
> 0 จะมี

จำนวนจรงิ δ > 0 ซึง่ทำให้

ถ้า |x− a| < δ แล้ว |f(x)− f(a)| < −f(a)
2

ทำให้ได้วา่

−
(
−f(a)

2

)
+ f(a) < f(x) < −f(a)

2
+ f(a) =

f(a)

2
< 0

จงึสรปุได้วา่ จะมจีำนวนจรงิ δ > 0 ซึง่ทำให้ สำหรับทกุๆ x ∈ N(a, δ) แล้ว f(x) < 0

สำหรับทฤษฎบีทตอ่ไปจะเปน็ผลลัพธจ์ากสมมตฐิานของฟงักชั์นตอ่เน ือ่งท ีก่ลา่ววา่ ถ้า f เปน็
ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งบนชว่ง [a, b] ซึง่ f(a) < 0 < f(b) แล้วจะสามารถหาจดุจดุหนึง่บน (a, b) ซึง่คา่
ฟงักชั์น ณ จดุน้ัน มคีา่เทา่กับศนูยไ์ด้เสมอ ดังบทพสิจูนต์อ่ไปนี้

ทฤษฎบีท 5.1.7 ถ้า f : [a, b] → R เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งและ f(a) < 0 < f(b) แล้วจะมจีดุ
c ∈ (a, b) ซึง่ทำให้ f(c) = 0

การพิสจูน์ กำหนดให้ f เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งบนชว่ง [a, b] และ f(a) < 0 < f(b) จะแสดงวา่ จะมี
c ∈ (a, b) ซึง่ทำให้ f(c) = 0 กำหนดให้

A = {x ∈ [a, b]|f(x) ≤ 0}

เน ือ่งจาก f(a) < 0 จะได้วา่ a ∈ A ดังน้ัน A ̸= ∅ จงึจะเหน็วา่ A เปน็เซตยอ่ยของ R ซึง่ไมเ่ปน็เซต
วา่งทีม่ขีอบเขตบน โดยสัจพจนค์วามบรบิรูณ์ จะได้วา่ จะมี c ∈ R ซึง่ทำให้

c = supA

และเนือ่งจาก A เปน็เซตยอ่ยปดิทีม่ขีอบเขต โดยบทแทรก 2.3.1 จะได้วา่ A มคีา่สงูสดุซึง่คอื c นัน่เอง
จงึได้วา่

c ∈ A
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ตอ่ไปจะแสดงวา่ f(c) = 0 ซึง่จะพสิจูน์โดยการหาข้อขัดแย้ง นัน่คอืสมมตใิห้ f(c) ̸= 0

ทำให้ได้วา่ f(c) > 0 หรอื f(c) < 0

กรณทีี่ 1 สมมตใิห้ f(c) > 0 จะเหน็วา่ c /∈ A จงึเกดิข้อขัดแย้ง ดังน้ัน f(c) ≤ 0

กรณทีี่ 2 สมมตใิห้ f(c) < 0 โดยทฤษฎบีท 5.1.6 จะได้วา่ จะมจีำนวนจรงิ δ > 0 ซึง่ทำให้

f(x) < 0

สำหรับทกุๆ x ∈ N(c, δ) ดังน้ัน จะเหน็วา่ จะมบีาง x′ ∈ N(c, δ) ซึง่ c < x′ ทีท่ำให้

f(x′) < 0

จงึทำให้สรปุได้วา่ จะมี x′ ∈ A ซึง่ c < x′ แตเ่น ือ่งจาก c = supA จงึเกดิข้อขัดแย้งกับทีว่า่
จะมีสมาชกิใน A ทีม่ากกวา่ c ไมไ่ด้ ดังน้ัน f(c) ≥ 0 จากกรณีท ี่ 1 และกรณีท ี่ 2 จงึสรปุได้วา่
f(c) = 0

จากผลของทฤษฎบีทข้างต้น ทำให้ได้ทฤษฎบีททีส่ำคัญคอื ทฤษฎบีทคา่ระหวา่งกลาง เปน็
ทฤษฎหีนึง่ซึง่ถกูนำไปประยกุตใ์ช้อย ูเ่สมอ ดังรายละเอยีดตอ่ไปนี้

ทฤษฎบีท 5.1.8 [ทฤษฎบีทคา่ระหวา่งกลาง (intermediate value theorem)]
กำหนดให้ f : [a, b] → R เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่ง ถ้า k เปน็จำนวนจรงิทีอ่ย ูร่ะหวา่ง f(a) และ f(b)

แล้วจะมจีดุ c ∈ (a, b) ซึง่ทำให้ f(c) = k

การพิสจูน์ กำหนดให้ f เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งบนชว่ง [a, b] และ k เปน็จำนวนจรงิท ีอ่ย ูร่ะหวา่ง f(a)
และ f(b) ดังรปู 5.1 จะแสดงวา่ จะมี c ∈ (a, b) ซึง่ทำให้ f(c) = k จากสมมตใิห้ k เปน็จำนวนจรงิ

รปูที่ 5.1: ทฤษฎบีทคา่ระหวา่งกลาง

ทีอ่ย ูร่ะหวา่ง f(a) และ f(b) จะเหน็วา่

f(a) < k < f(b) หรอื f(b) < k < f(a)
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จงึแยกการพจิารณาเปน็ 2 กรณตีอ่ไปนี้
กรณทีี่ 1 ถ้า f(a) < k < f(b) จะกำหนดให้ g : [a, b] → R โดยนยิาม

g(x) = f(x)− k สำหรับทกุๆ x ∈ [a, b]

เน ือ่งจาก f เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งบนชว่ง [a, b] ทำให้ได้วา่ g เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งบนชว่ง [a, b] และ

g(a) = f(a)− k < 0

และ
g(b) = f(b)− k > 0

ดังน้ัน g(a) < 0 < g(b) โดยทฤษฎบีท 5.1.7 จะได้วา่จะมี c ∈ (a, b) ซึง่ทำให้ g(c) = 0 นัน่คอื

0 = g(c) = f(c)− k

ดังน้ัน f(c) = k

กรณทีี่ 2 ถ้า f(b) < k < f(a) จะกำหนดให้ h : [a, b] → R โดยนยิาม
h(x) = k − f(x) สำหรับทกุๆ x ∈ [a, b]

เน ือ่งจาก f เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งบนชว่ง [a, b] ทำให้ได้วา่ h เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งบนชว่ง [a, b] และ

h(a) = k − f(a) < 0

และ
h(b) = k − f(b) > 0

ดังน้ัน h(a) < 0 < h(b) โดยทฤษฎบีท 5.1.7 จะได้วา่จะมี c ∈ (a, b) ซึง่ทำให้ h(c) = 0 นัน่คอื

0 = h(c) = k − f(c)

ดังน้ัน f(c) = k

ตอ่ไปเปน็ตัวอยา่งประกอบทฤษฎบีท 5.1.8

ตัวอยา่ง 5.1.6 กำหนดให้ f(x) = x3 เม ือ่ x ∈ [−1, 1] จงหา c ∈ [−1, 1] ทีท่ำให้ f(c) = 0

วิธีทำ เน ือ่งจาก f(x) = x3 เม ือ่ x ∈ [−1, 1] โดยที่
f(−1) = (−1)3 = −1 และ f(1) = 13 = 1

จากการกำหนดฟงักชั์น f(x) = x3 จะเหน็วา่ฟงักชั์น f เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่ง โดยที่ f(−1) = −1

และ f(1) = 1 ซึง่ 0 ∈ (f(−1), f(1) โดยทฤษฎบีท 5.1.8 ทำให้ได้วา่จะสามารถหา c ∈ [−1, 1] ที่
ทำให้ f(c) = 0 ได้ จงึทำให้ได้วา่ c = 0 ทีท่ำให้ f(0) = 0

จากทฤษฎบีท 5.1.5 (ทฤษฎบีทคา่สดุขดี) และทฤษฎบีท 5.1.8 (ทฤษฎบีทคา่ระหวา่งกลาง)
จงึทำให้ได้รับบทแทรกดังตอ่ไปนี้
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บทแทรก 5.1.1 ถ้ากำหนดให้ f : [a, b] → R เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งและไมเ่ปน็ฟงักชั์นคงที่ แล้วเรนจ์
ของ f จะเปน็ชว่งปดิทีม่ขีอบเขต นัน่คอื f(x) ∈ [m,M ] เม ือ่

M = supx∈[a,b] f(x) และ m = infx∈[a,b] f(x)

การพิสจูน์ กำหนดให้ f เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งและไมเ่ปน็ฟงักชั์นคงทีบ่นชว่ง [a, b] โดยทฤษฎบีท 5.1.5
จะได้วา่ จะมี x1, x2 ∈ [a, b] ซึง่ทำให้

f(x1) = m และ f(x2) = M

เน ือ่งจาก f ไมเ่ปน็ฟงักชั์นคงที่ จะได้วา่ m < M ถ้าให้ k ∈ (m,M) จะได้วา่

f(x1) < k < f(x2)

โดยทฤษฎบีท 5.1.8 จะได้วา่ จะมี c ∈ (a, b) ซึง่ทำให้ f(c) = k จงึทำให้สรปุได้วา่

f(x) ∈ [m,M ]

สำหรับทกุๆ x ∈ [a, b] ดังน้ัน เรนจข์อง f เปน็ชว่งปดิทีม่ขีอบเขต

ยิง่ไปกวา่น้ัน ในทางคณติศาสตร์ส ิง่ท ีส่ำคัญอกีส ิง่หนึง่ท ีเ่ปน็เคร ือ่งมอืและถกูนำไปใช้อยา่ง
กว้างขวางในคณติศาสตร์กค็อื จดุตรงึ (fixed point) ได้มกีารศกึษาอยา่งมากในทางการวเิคราะห์เชงิ
คณติศาสตร์และยังสามารถนำไปประยกุต์ได้ในหลากหลายด้านท้ังในคณติศาสตร์และสาขาอืน่ๆ มาก-
มาย เชน่ เศรษฐศาสตร์ วศิวกรรมศาสตร์ และอืน่ๆ อกีมากมาย ดังจะเหน็ได้จากงานวจัิยมากมายทีน่ำ
ทฤษฎบีทจดุตรงึไปใช้ เชน่ [10, 12, 15] เปน็ต้น ดังน้ัน ในความนา่สนใจทีไ่ด้กลา่วมานี้ จงึทำให้จะกลา่ว
ถงึทฤษฎบีททีเ่ก ีย่วข้องกับจดุตรงึ โดยนำความร ู้เร ือ่งทฤษฎบีทคา่ระหวา่งกลางทีก่ลา่วในข้างต้นมาใช้
พสิจูน์ โดยจะเร ิม่จากการนยิามจดุตรงึกอ่น ดังบทนยิามตอ่ไปนี้

บทนยิาม 5.1.5 กำหนดให้ f : X → X เม ือ่ X เปน็เซตใดๆ ทีไ่มเ่ปน็เซตวา่ง จะกลา่ววา่ x ∈ X

เปน็ จดุตรึง (fixed point) ของ f ถ้า f(x) = x และสามารถใช้สัญลักษณ์ Fix(f) หรอื F (f) แทน
เซตของจดุตรงึท้ังหมดของ f ได้

ตอ่ไปจะเปน็การพสิจูนว์า่หากฟงักชั์นทีพ่จิารณาน้ันเปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งบนชว่งปดิแล้วฟงัก-์
ชันน้ันจะมจีดุตรงึบนชว่งปดิน้ันด้วย ดังบทพสิจูนต์อ่ไปนี้

ทฤษฎบีท 5.1.9 ถ้า f : [a, b] → [a, b] เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่ง แล้ว f จะมจีดุตรงึ นัน่คอื จะมจีดุ
c ∈ [a, b] ซึง่ทำให้ f(c) = c

การพิสจูน์ กำหนดให้ f เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งบนชว่ง [a, b] และ f(x) ∈ [a, b] สำหรับทกุๆ x ∈ [a, b]

ดังรปู 5.2 ถ้า f(a) = a หรอื f(b) = b แล้วจะได้วา่ ทฤษฎบีทเปน็จรงิ
ดังน้ันจงึสมมตวิา่ f(a) > a และ f(b) < b และกำหนดให้ g : [a, b] → R นยิามโดย

g(x) = x− f(x) สำหรับทกุๆ x ∈ [a, b]
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รปูที่ 5.2: จดุตรงึ

เน ือ่งจาก f เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งบนชว่ง [a, b] จะได้วา่ g เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งบนชว่ง [a, b] ด้วย และ

g(a) = a− f(a) < 0

และ
g(b) = b− f(b) > 0

ทำให้ได้วา่
g(a) < 0 < g(b)

โดยทฤษฎบีท 5.1.7 จะได้วา่ จะมี c ∈ (a, b) ซึง่ทำให้ g(c) = 0 ดังน้ัน

c− f(c) = 0

นัน่คอื f(c) = c

5.2 ฟงักชั์นตอ่เนือ่งแบบเอกรปู
จากหัวข้อ 5.1. ได้มกีารนยิามฟงักชั์นตอ่เน ือ่งท ี่ ณ จดุจดุหนึง่ พร้อมท้ังยกตัวอยา่งประกอบ

และพสิจูนท์ฤษฎบีททีเ่ก ีย่วข้องกับฟงักชั์นตอ่เน ือ่ง ณ จดุจดุหนึง่ไปแล้วน้ัน ดังน้ันเน ื้อหาในหัวข้อนี้ จงึ
จะขยายการพจิารณาฟงักชั์นตอ่เน ือ่ง โดยถ้ากำหนดเซตใดเซตหนึง่มาแล้วนำจดุสองจดุใดๆ บนเซต
น้ันมาพจิารณาความตอ่เน ือ่งแล้วเปน็ไปตามนยิามความตอ่เน ือ่ง จะนยิามฟงักชั์นทีพ่จิารณาน้ันวา่เปน็
ฟงักชั์นทีต่อ่เน ือ่งแบบเอกรปู ดังบทนยิาม 5.2.1 พร้อมท้ังได้ยกตัวอยา่งของฟงักชั์นตอ่เน ือ่งแบบเอกรปู
รวมท้ังได้ยกตัวอยา่งของฟงักชั์นทีต่อ่เน ือ่งแตไ่มเ่ปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งแบบเอกรปูด้วย จากตัวอยา่งนี้
ทำให้ทราบวา่ทกุฟงักชั์นทีต่อ่เน ือ่งไมจ่ำเปน็ต้องเปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งแบบเอกรปู ยกเว้นแตว่า่ฟงักชั์นที่
พจิารณาน้ันเปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งบนชว่งปดิทีม่ขีอบเขต ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งน้ันจะเปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งแบบ
เอกรปูด้วย ดังบทพสิจูน์ทฤษฎบีท 5.2.1 และในสว่นสดุท้ายของหัวข้อ ยังได้แนะนำฟงักชั์นทางเดยีว
และทฤษฎบีททีเ่ก ีย่วข้องกับฟงักชั์นทางเดยีวอกีด้วย



5.2 ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งแบบเอกรปู 125

บทนยิาม 5.2.1 กำหนดให้ A เปน็เซตยอ่ยบนเซตของจำนวนจรงิ และให้ f : A → R เปน็ฟงักชั์น
จะกลา่ววา่ f เปน็ฟังก์ชันต่อเน่ืองแบบเอกรปู (uniformly continuous function) บนเซต A กต็อ่เม ือ่
สำหรับทกุๆ จำนวนจรงิ ϵ > 0 จะมจีำนวนจรงิ δ = δ(ϵ) > 0 ซึง่ทำให้สำหรับทกุๆ x, y ∈ A

ถ้า |x− y| < δ แล้ว |f(x)− f(y)| < ϵ

ตอ่ไปจะยกตัวอยา่งของฟงักชั์นตอ่เน ือ่งแบบเอกรปู โดยใช้การพสิจูน์ตามบทนยิาม 5.2.1
และอกีตัวอยา่งหนึง่จะแสดงตัวอยา่งของฟงักชั์นทีเ่ปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งแตไ่มเ่ปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งแบบ
เอกรปู ดังตอ่ไปนี้
ตัวอยา่ง 5.2.1 กำหนดให้ f(x) = 3x+ 2 สำหรับทกุๆ x ∈ R จะได้วา่ f เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งแบบ
เอกรปูบนเซตจำนวนจรงิ
วิธีทำ กำหนดให้จำนวนจรงิ ϵ > 0 สำหรับทกุ ๆ x1, x2 ∈ R จะได้วา่

|f(x1)− f(x2)| = |(3x1 + 2)− (3x2 + 2)|
= 3|x1 − x2|

ดังน้ัน ถ้าเลอืก δ = ϵ
3
จะทำให้ได้วา่ ถ้า |x1 − x2| < δ แล้ว

|f(x1)− f(x2)| = 3|x1 − x2|
< 3δ

= 3
( ϵ
3

)
= ϵ

เพราะฉะน้ันโดยบทนยิาม 5.2.1 จงึทำให้ได้วา่ f เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งแบบเอกรปูบน R (จะสังเกตเหน็
วา่คา่ δ ทีเ่ลอืกขึ้นมานี้ขึ้นอย ูกั่บคา่ ϵ เพยีงคา่เดยีว)
ตัวอยา่ง 5.2.2 กำหนดให้ f(x) = x2 สำหรับทกุ x ∈ R จงแสดงวา่ f เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งบน R
แตไ่มเ่ปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งแบบเอกรปูบน R

วิธีทำ กำหนดให้ a ∈ R และจำนวนจรงิ ϵ > 0 จะเหน็วา่ สำหรับทกุๆ x ∈ R

|f(x)− f(a)| = |x2 − a2|
= |x+ a||x− a|
≤ (|x|+ |a|)|x− a|

ถ้าจำนวนจรงิ δ ≤ 1 และ |x− a| < δ แล้วจะได้วา่ |x− a| < 1 โดยใช้คณุสมบัตขิองคา่สัมบรูณใ์น
บทแทรก 1.2.1 ข้อ (2) จงึทำให้ได้รับ |x| < 1 + |a| ดังน้ัน

|f(x)− f(a)| < (1 + 2|a|)|x− a| (5.2)
และถ้า δ ≤ ϵ

(1+2|a|) และ |x− a| < δ จะทำให้ได้วา่ |x− a| < ϵ
(1+2|a|) ดังน้ัน จาก (5.2) จะได้วา่

|f(x)− f(a)| < (1 + 2|a|)|x− a|
= ϵ

นัน่คอื ถ้าเลอืก δ = min
{
1, ϵ

(1+2|a|)

}
จะทำให้ได้วา่
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ถ้า |x− a| < δ แล้ว |f(x)− f(a)| < ϵ

ดังน้ัน f เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งท ีจ่ดุ a สำหรับทกุ ๆ a ∈ R จงึทำให้ได้วา่ f เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งบน R
(จะสังเกตเหน็ได้ชัดวา่คา่ δ ทีเ่ลอืกมาในตัวอยา่งนี้ขึ้นอย ูกั่บคา่ของ ϵ และขึ้นอย ูกั่บคา่ของ a ด้วย)

ตอ่ไปจะแสดงวา่ f ไมเ่ปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งแบบเอกรปูบน R (นัน่คอื จะมจีำนวนจรงิ ϵ > 0

ซึง่ทำให้ทกุๆ จำนวนจรงิ δ > 0 จะมี x1, x2 ∈ R ซึง่ |x1 − x2| < δ แต่ |f(x1)− f(x2)| ≥ ϵ)
กำหนดให้ ϵ = 1 พจิารณาสำหรับทกุๆ จำนวนจรงิ δ > 0 กำหนดให้ x1 = 1

δ
และ

x2 =
1
δ
+ δ

2
จะเหน็ได้ชัดวา่ |x1 − x2| < δ แตจ่ะได้วา่

|f(x1)− f(x2)| =

∣∣∣∣∣
(
1

δ

)2

−
(
1

δ
+

δ

2

)2
∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣
(
1

δ

)2

−

((
1

δ

)2

+ 1 +

(
δ

2

)2
)∣∣∣∣∣

= 1 +

(
δ

2

)2

> ϵ

ดังน้ัน จงึทำให้ได้ข้อสรปุวา่ f ไมเ่ปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งแบบเอกรปูบน R

จากตัวอยา่งข้างต้น จะเหน็วา่ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งอาจจะไมเ่ปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งแบบเอกรปูได้ ใน
ทฤษฎบีทตอ่ไปนี้จะเปน็ทฤษฎบีททีแ่สดงให้เหน็วา่ ถ้าหากฟงักชั์นตอ่เน ือ่งท ีพ่จิารณาน้ันอย ูบ่นชว่งปดิ
ทีม่ขีอบเขตแล้วฟงักชั์นน้ันจะเปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งแบบเอกรปูบนชว่งปดิน้ันด้วย

ทฤษฎบีท 5.2.1 ถ้า f เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งบนชว่งปดิทีม่ขีอบเขต [a, b] แล้ว f เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่ง
แบบเอกรปูบนชว่งปดิ [a, b]

การพิสจูน์ จะพสิจูนโ์ดยใช้การแย้งสลับที่ นัน่คอื จะแสดงวา่ ถ้า f ไมเ่ปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งแบบเอกรปู
บนชว่งปดิ [a, b] แล้ว f ไมเ่ปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งบนชว่งปดิทีม่ขีอบเขต [a, b]

สมมตใิห้ f ไมเ่ปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งแบบเอกรปูบนชว่งปดิ [a, b] จากบทนยิาม 5.2.1 จะได้วา่
จะมจีำนวนจรงิ ϵ > 0 ซึง่ทำให้ สำหรับทกุๆ จำนวนจรงิ δ > 0 จะมี x, c ∈ [a, b] ซึง่ทำให้

|x− c| < δ แต่ |f(x)− f(c)| ≥ ϵ

เน ือ่งจาก δ เปน็จำนวนจรงิใด ๆ จงึทำให้ได้วา่ สำหรับ n ∈ N จะมลีำดับบนจำนวนจรงิ {xn} และ
{yn} ซึง่ทำให้

|xn − yn| < 1
n
แต่ |f(xn)− f(yn)| ≥ ϵ

และเนือ่งจาก [a, b] เปน็เซตทีม่ขีอบเขต จงึทำให้ลำดับ {xn} เปน็ลำดับทีม่ขีอบเขต โดยทฤษฎบีทของ
Bolzano-Weierstrass (ทฤษฎบีท 3.3.5) ทำให้ได้วา่ จะมลีำดับยอ่ย {xnk

} ของ {xn} เปน็ลำดับล ู่
เข้า นัน่คอื จะมี d ∈ R ซึง่ limk→∞ xnk

= d ทำให้ได้วา่

|ynk
− d| ≤ |ynk

− xnk
|+ |xnk

− d|

<
1

nk

+ |xnk
− d|
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จงึทำให้ได้วา่ เม ือ่ k → ∞ แล้ว limk→∞ ynk
= d

ตอ่ไปจะแสดงวา่ f ไมเ่ปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งท ีจ่ดุ d สำหรับทกุๆ δ > 0 และ |xnk
− d| < δ

โดยบทแทรก 1.2.1 จะเหน็วา่

|f(xnk
)− f(d)| = |f(xnk

)− f(ynk
) + f(ynk

)− f(d)|
= |(f(xnk

)− f(ynk
))− (f(d)− f(ynk

))|
≥ |f(xnk

)− f(ynk
)| − |f(d)− f(ynk

)|
≥ ϵ− |f(d)− f(ynk

)|

ดังน้ัน
|f(xnk

)− f(d)|+ |f(d)− f(ynk
)| ≥ ϵ

นัน่คอื มอียา่งน้อยหนึง่ลำดับของ {f(xnk
)} หรอื {f(ynk

)} ไมล่ ูเ่ข้าไปยัง f(d) โดยทฤษฎบีท 5.1.1
จงึทำให้ได้วา่ f ไมเ่ปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งท ีจ่ดุ d

จากตัวอยา่ง 5.2.2 ได้พจิารณาฟงักชั์น f(x) = x2 วา่ไมเ่ปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งแบบเอกรปูบน
เซตของ R แตเ่ม ือ่พจิารณาบนโดเมนทีเ่ปน็ชว่งปดิ จากทฤษฎบีท 5.2.1 จะทำให้ได้วา่ฟงักชั์น f เปน็
ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งแบบเอกรปู ซึง่แสดงให้เหน็ดังตัวอยา่งตอ่ไปนี้

ตัวอยา่ง 5.2.3 กำหนดให้ f(x) = x2 ทกุๆ x ∈ [0, b] เม ือ่ b เปน็จำนวนจรงิบวก จงแสดงวา่ f เปน็
ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งแบบเอกรปูบนชว่งปดิ [0, b]

วิธีทำ กำหนดให้จำนวนจรงิ ϵ > 0 และ x1, x2 ∈ [0, b] จะเหน็วา่ |x1 + x2| ≤ 2b และ

|f(x1)− f(x2)| = |x2
1 − x2

2|
= |x1 + x2||x1 − x2|
≤ 2b|x1 − x2|

ถ้าเลอืก δ = ϵ
2b

จงึทำให้ได้วา่ สำหรับทกุๆ x1, x2 ∈ [0, b] ถ้า |x1 − x2| < δ แล้ว

|f(x1)− f(x2)| ≤ 2b|x1 − x2|
< 2b

ϵ

2b
= ϵ

เพราะฉะน้ัน โดยบทนยิาม 5.2.1 จงึทำให้ได้วา่ f เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งแบบเอกรปูบนชว่งปดิ [0, b]

ตอ่ไปเปน็ตัวอยา่งของฟงักชั์นทีไ่มเ่ปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งแบบเอกรปู

ตัวอยา่ง 5.2.4 จงพสิจูนว์า่ฟงักชั์น f(x) = 1
x
เม ือ่ x ∈ R ไมเ่ปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งแบบเอกรปูบนชว่ง

(0, 1)
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วิธีทำ เน ือ่งจาก f เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งบนเซต R\{0} ดังน้ัน f เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งบนชว่ง (0, 1)

กำหนดให้ ϵ = 1
2
และจะมจีำนวนจรงิ δ > 0 โดยคณุสมบัตขิองอารค์มีเีดยีน จะได้วา่ จะมจีำนวนนับ

n ซึง่ 1
n
< δ ถ้าให้ x1 =

1
n
และ x2 =

1
n+1

จะเหน็ได้ชัดวา่ x1, x2 ∈ (0, 1) และ

|x1 − x2| =

∣∣∣∣ 1n − 1

(n+ 1)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ 1

n(n+ 1)

∣∣∣∣
<

1

n
< δ

และจะเหน็ได้วา่

|f(x1)− f(x2)| =

∣∣∣∣ 1x1

− 1

x2

∣∣∣∣
= |n− (n+ 1)|
= 1

> ϵ

ดังน้ัน จงึสรปุได้วา่ f ไมเ่ปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งแบบเอกรปูบนชว่ง (0, 1)

ในสว่นสดุท้ายของหัวข้อนี้ จะขอแนะนำบทนยิามของฟงักชั์นทางเดยีวตามบทนยิามตอ่ไปนี้

บทนยิาม 5.2.2 กำหนดให้ f : A → B เปน็ฟงักชั์น เม ือ่ A,B เปน็เซตใดๆ ซึง่เปน็เซตยอ่ยทีไ่มเ่ปน็
เซตวา่งบนเซตจำนวนจรงิ จะกลา่ววา่

(1) f เปน็ฟังก์ชันเพ่ิมทางเดียว (monotone increasing function) บน A ถ้าสำหรับทกุๆ
x1, x2 ∈ A ซึง่ x1 < x2 แล้ว

f(x1) ≤ f(x2)

(2) f เปน็ฟังก์ชันลดทางเดียว (monotone decreasing function) บน A ถ้าสำหรับทกุๆ
x1, x2 ∈ A ซึง่ x1 < x2 แล้ว

f(x1) ≥ f(x2)

(3) f เปน็ฟังก์ชันทางเดียว (monotone function) บน A ถ้า f เปน็ฟงักชั์นเพิม่ทางเดยีวหรอื
ฟงักชั์นลดทางเดยีว

(4) f เปน็ฟังก์ชันเพ่ิมโดยแท้ (strictly increasing function) บน A ถ้าสำหรับทกุๆ x1, x2 ∈ A

ซึง่ x1 < x2 แล้ว

f(x1) < f(x2)



5.2 ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งแบบเอกรปู 129

(5) f เปน็ฟังก์ชันลดโดยแท้ (strictly decreasing function) บน A ถ้าสำหรับทกุๆ x1, x2 ∈ A

ซึง่ x1 < x2 แล้ว

f(x1) > f(x2)

(6) f เปน็ฟังก์ชันทางเดียวโดยแท้ (strictly monotone function) บน A ถ้า f เปน็ฟงักชั์นเพิม่
โดยแท้หรอืฟงักชั์นลดโดยแท้

ทฤษฎบีทตอ่ไปนี้ เปน็ทฤษฎบีททีเ่ก ีย่วข้องกับฟงักชั์นทางเดยีว โดยกอ่นทีจ่ะนำเสนอทฤษ-
ฎบีทตอ่ไป จะขอทบทวนบทนยิามของฟงักชั์นหนึง่ตอ่หนึง่กอ่น เพราะเปน็สมมตฐิานหนึง่ท ีจ่ะถกูนำไป
ใช้เพือ่ให้ได้ผลลัพธว์า่ สำหรับ f เปน็ฟงักชั์นแบบหนึง่ตอ่หนึง่และเปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งบนชว่งปดิ [a, b]

แล้ว f เปน็ฟงักชั์นทางเดยีวโดยแท้บนชว่งปดิน้ันด้วย ซึง่จะพสิจูนใ์นทฤษฎบีทตอ่ไป

บทนยิาม 5.2.3 กำหนดให้ f : R → R เปน็ฟงักชั์นใดๆ จะกลา่ววา่ f เปน็ฟังก์ชันหน่ึงต่อหน่ึง (one
to one function) ถ้า f(x) = f(y) แล้ว x = y สำหรับทกุๆ x, y ∈ R

ทฤษฎบีท 5.2.2 กำหนดให้ f : [a, b] → R เปน็ฟงักชั์นใดๆ ถ้า f เปน็ฟงักชั์นหนึง่ตอ่หนึง่และ
ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งบนชว่งปดิ [a, b] แล้ว f เปน็ฟงักชั์นทางเดยีวโดยแท้บนชว่งปดิ [a, b]

การพิสจูน์ กำหนดให้ f เปน็ฟงักชั์นหนึง่ตอ่หนึง่และตอ่เน ือ่งบน [a, b] เน ือ่งจาก a < b จะได้วา่
f(a) ̸= f(b) นัน่คอื f(a) < f(b) หรอื f(a) > f(b)

กรณทีี่ 1 ถ้า f(a) < f(b) และสมมตใิห้ f ไมเ่ปน็ฟงักชั์นเพิม่โดยแท้บนชว่งปดิ [a, b] จะ
ได้วา่ จะมจีดุ x1, x2 ∈ [a, b] ซึง่

x1 < x2 แต่ f(x1) > f(x2)

เพราะจาก f เปน็ฟงักชั์นหนึง่ตอ่หนึง่ จะได้วา่ f(x1) ̸= f(x2) เน ือ่งจาก x1 < x2 ∈ [a, b] จะเหน็
วา่ x1 ̸= b ดังน้ัน f(x1) > f(b) หรอื f(x1) < f(b)

กรณทีี่ 1.1 ถ้า f(x1) > f(b) จะเหน็วา่ f(x1) > f(b) > f(a) โดยทฤษฎบีท 1.3.7
(ทฤษฎบีทความหนาแนน่ของจำนวนจรงิ) สามารถเลอืก k ∈ (f(b), f(x1)) จงึจะได้วา่ k ∈ (f(a), f(x1))

และเนือ่งจาก f เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งบนชว่งปดิ [a, b] โดยทฤษฎบีทคา่ระหวา่งกลาง (ทฤษฎบีท 5.1.8)
จะได้วา่ จะมจีดุ c1 ∈ (a, x1) ซึง่ f(c1) = k และจะมจีดุ c2 ∈ (x1, b) ซึง่ f(c2) = k แต่ c1 ̸= c2

จงึเกดิข้อขัดแย้งกับทีก่ำหนดให้ f เปน็ฟงักชั์นหนึง่ตอ่หนึง่
กรณทีี่ 1.2 ถ้า f(x1) < f(b) จะได้วา่ f(x2) < f(b) สามารถเลอืก k ∈ (f(x2), f(x1))

ทำให้ได้วา่ k ∈ (f(x2), f(b)) โดยทฤษฎบีทคา่ระหวา่งกลาง จะได้วา่ จะมจีดุ d1 ∈ (x1, x2) ซึง่
f(d1) = k จะมจีดุ d2 ∈ (x2, b) ซึง่ f(d2) = k แต่ d1 ̸= d2 จงึเกดิข้อขัดแย้ง

จงึทำให้สรปุได้วา่ f เปน็ฟงักชั์นเพิม่โดยแท้บน [a, b]

กรณทีี่ 2 ในทำนองเดยีวกัน ถ้า f(a) > f(b) จะเหน็วา่ −f(a) < −f(b) ใช้ผลลัพธจ์าก
ข้างต้น จงึจะได้วา่ −f เปน็ฟงักชั์นเพิม่โดยแท้บนชว่งปดิ [a, b] นัน่กค็อื f เปน็ฟงักชั์นลดโดยแท้บน
ชว่งปดิ [a, b] นัน่เอง

ตอ่ไปเปน็ตัวอยา่งประกอบทฤษฎบีท 5.2.2 ซึง่เปน็การพจิารณาฟงักชั์นทางเดยีวโดยแท้โดย
ใช้การพจิารณาจากทฤษฎบีทข้างต้น
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ตัวอยา่ง 5.2.5 กำหนดให้ f(x) =
√
x เม ือ่ x ∈ [0, 2] จงแสดงวา่ f เปน็ฟงักชั์นทางเดยีวโดยแท้

บน [0, 2]

วิธีทำ เน ือ่งจาก f(x) =
√
x เม ือ่ x ∈ [0, 2] จะแสดงวา่ f เปน็ฟงักชั์นหนึง่ตอ่หนึง่

กำหนดให้ x1, x2 ∈ [0, 2] จะเหน็วา่ ถ้า f(x1) = f(x2) แล้ว
√
x1 =

√
x2

ดังน้ัน
x1 = x2

จงึสรปุได้วา่ f เปน็ฟงักชั์นหนึง่ตอ่หนึง่และจะแสดงวา่ f เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งบน [0, 2] จะเหน็วา่
สำหรับทกุๆ a ∈ [0, 2]

lim
x→a

√
x =

√
a = f(a)

ดังน้ัน f เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งบน [0, 2] โดยทฤษฎบีท 5.2.2 จะได้วา่ f เปน็ฟงักชั์นทางเดยีวโดยแท้บน
ชว่งปดิ [0, 2]

5.3 บทสรปุ
จากการศกึษาในบทนี้ ผ ู้อา่นจะได้ร ู้จักบทนยิามของฟงักชั์นตอ่เน ือ่ง ณ ทีจ่ดุจดุหนึง่ในบท

นยิาม 5.1.1 ซึง่เปน็ส ิง่ท ีถ่กูนำไปใช้ในการพจิารณาความตอ่เน ือ่งของฟงักชั์นในทางแคลคลัูส พร้อม
ท้ังแสดงบทพสิจูน์ของคณุสมบัตทิ ีเ่ก ีย่วข้องกับฟงักชั์นตอ่เน ือ่ง ยกตัวอยา่งเชน่ ฟงักชั์นทีต่อ่เน ือ่งสอง
ฟงักชั์นเม ือ่นำมาบวกกัน คณูกัน หารกัน หรอืประกอบกัน ยังคงได้ผลลัพธเ์ปน็ฟงักชั์นทีต่อ่เน ือ่ง และตอ่
จากน้ันยังได้แนะนำฟงักชั์นทีต่อ่เน ือ่งทางซ้าย ทางขวา และฟงักชั์นตอ่เน ือ่งบนชว่งปดิทีม่ขีอบเขตด้วย
จากความร ู้ท ีก่ลา่วมาข้างต้น ทำให้ได้รับทฤษฎบีททีส่ำคัญในบทนี้ คอื ทฤษฎบีทคา่สดุขดี (ทฤษฎบีท
ที่ 5.1.5) และทฤษฎบีทคา่ระหวา่งกลาง (ทฤษฎบีท 5.1.8) และในหัวข้อสดุท้ายของบทนี้ ยังได้กลา่ว
ถงึฟงักชั์นตอ่เน ือ่งแบบเอกรปูในบทนยิาม 5.2.1 แสดงบทพสิจูน์ของทฤษฎบีททีเ่ก ีย่วข้องกับฟงักชั์น
ตอ่เน ือ่งแบบเอกรปู และสดุท้ายของบทนี้ ยังได้ให้ผ ู้ อา่นได้ร ู้จักฟงักชั์นทางเดยีวซึง่ มักจะถกูใช้เปน็
สมมตฐิานการพสิจูน์ทฤษฎบีทท้ังทางด้านการวเิคราะห์เชงิฟงักชั์น ทฤษฎบีทจดุตรงึ และการศกึษา
เก ีย่วกับการวเิคราะหเ์ชงิคณติศาสตรแ์ละทฤษฎบีทอกีมากมายบนหลากหลายสาขาในทางคณติศาสตร์
รวมถงึเพือ่ใช้เปน็พื้นฐานในการศกึษาตอ่ไป
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แบบฝกึหัดท้ายบท
1. จงพสิจูนว์า่ ถ้า f เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งทีจ่ดุ x0 และ g ไมเ่ปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งทีจ่ดุ x0 แล้ว f+g

ไมต่อ่เน ือ่งท ีจ่ดุ x0

2. จงพสิจูนว์า่ ฟงักชั์น f เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งทางขวาทีจ่ดุ x0 กต็อ่เม ือ่ limn→∞ f(xn) = f(x0)

สำหรับทกุๆ ลำดับ {xn} ในโดเมนของ f ซึง่ limn→∞ xn = x0 และ xn > x0 ทกุๆ n =

1, 2, 3, . . .

3. จงพสิจูนว์า่ ฟงักชั์น f เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งทางซ้ายทีจ่ดุ x0 กต็อ่เม ือ่ limn→∞ f(xn) = f(x0)

สำหรับทกุๆ ลำดับ {xn} ในโดเมนของ f ซึง่ limn→∞ xn = x0 และ xn < x0 ทกุๆ n =

1, 2, 3, . . .

4. กำหนดให้ g เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งท ีจ่ดุ 0 และ g(0) = 0 จงพสิจูน์วา่ ถ้า |f(x)| ≤ |g(x)|
สำหรับทกุๆ x ∈ N(0, δ) สำหรับบาง δ > 0 แล้ว f จะเปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งท ีจ่ดุ 0

5. จงหา M = supx∈A f(x) และ m = infx∈A f(x) สำหรับฟงักชั์น f ซึง่นยิามบนเซต A และ
หาจดุ x1, x2 ∈ A ซึง่ f(x1) = M และ f(x2) = m

5.1. f(x) = 3 + 2x− x2 บน [0, 4]

5.2. f(x) = 2− |x− 1| บน [−2, 2)

5.3. f(x) = e−
1
x บน (0,∞)

5.4. f(x) = 1− x2 บน (−2, 1)

6. กำหนดให้ f : [a, b] → R และ g : [a, b] → R เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่ง โดยที่ f(a) ≤ g(a) และ
f(b) ≥ g(b) จงพสิจูนว์า่ จะมจีดุ c ∈ [a, b] ซึง่ f(c) = g(c)

7. จงพสิจูนว์า่ ถ้า f และ g เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งแบบเอกรปูบนเซต I แล้ว f + g จะเปน็ฟงักชั์น
ตอ่เน ือ่งแบบเอกรปูบนเซต I

8. กำหนดให้ f เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งแบบเอกกรปูบนเซต A และให้ k เปน็จำนวนจรงิใดๆ จงพสิจูน์
วา่ kf เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งแบบเอกรปูบน A



 



บทที่ 6
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จากบทที่ 4 และบทที่ 5 ท ีผ่า่นมาได้ศกึษาเร ือ่งของลมิติของฟงักชั์นและความตอ่เน ือ่งของ
ฟงักชั์น รวมถงึทฤษฎบีทมากมายทีเ่ก ีย่วข้องกับลิมติของฟงักชั์นและความตอ่เน ือ่งของฟงักชั์น จาก
ความร ู้ท ีก่ลา่วมาน้ัน จงึทำให้สามารถนำไปใช้ในการศกึษาในเร ือ่งของอนพัุนธ์ของฟงักชั์นได้ เพราะวา่
ความร ู้ในเร ือ่งของฟงักชั์นทีห่าอนพัุนธไ์ด้น้ันยังคงต้องใช้ความร ู้เร ือ่งของลมิติดังจะเหน็ได้จากบทนยิาม
6.1.1 โดยอนพัุนธ์เปน็เคร ือ่งมอืทางแคลคลัูสทีถ่กูนำไปใช้ในหลากหลายด้าน อกีท้ังยังถกูนำไปประ-
ยกุต์ใช้ในการศกึษาทางวศิวกรรมศาสตร์ เศรษฐศาสตร์ ฟสิกิส์ และทางวทิยาศาสตร์ เปน็ต้น ในหัวข้อ
นี้ เราจงึจะนำเสนอ บทนยิามของฟงักชั์นทีห่าอนพัุนธไ์ด้ ฟงักชั์นทีห่าอนพัุนธไ์ด้ท้ังทางซ้ายและทางขวา
และแสดงบทพสิจูน์ของทฤษฎบีททีเ่ก ีย่วข้อง อกีท้ังได้นำเสนอการพสิจูน์ทฤษฎบีทของคณุสมบัตขิอง
การดำเนนิการของอนพัุนธท์ ีถ่กูใช้ในทางแคลคลัูส เชน่ สองฟงักชั์นทีส่ามารถหาอนพัุนธไ์ด้ เม ือ่นำมาบ
วก คณูหรอืหารกัน ยังได้ผลลัพธ์เปน็ฟงักชั์นทีห่าอนพัุนธ์ได้ รวมถงึกฏลกูโซ ่ เปน็ต้น ตอ่จากน้ัน ได้นำ
เสนอบทนยิามของคา่สงูสดุและคา่ตำ่สดุเฉพาะทีข่องฟงักชั์น คา่สงูสดุและคา่ตำ่สดุสัมบรูณ์ของฟงัก-์
ชัน ซึง่เปน็เร ือ่งหนึง่ท ีไ่ด้ถกูนำไปประยกุตใ์ช้ในหลากหลายสาขา ยกตัวอยา่งเชน่ ทางด้านเศรษฐศาสตร์
วศิวกรรมศาสตร์ เปน็ต้น โดยในทางเศรษฐศาสตรน้ั์นมักจะถกูนำไปใช้ในการพจิารณาจดุดลุยภาพของ
ปญัหาทีส่นใจ ยิง่ไปกวา่น้ัน ในสว่นนี้ ยังได้แนะนำทฤษฎบีททีส่ำคัญทีเ่ก ีย่วข้องกับอนพัุนธ์ของฟงัก-์
ชันพร้อมบทพสิจูน์ คอื ทฤษฎบีทของโรลล์ (Rolle's theorem) ทฤษฎบีทคา่มัชฌมิ (mean-value
theorem) และทฤษฎบีทคา่มัชฌมิของโคชี (Cauchy-mean value theorem) ซึง่ทฤษฎบีทเหลา่นี้
มักถกูนำไปใช้ในการคำนวณด้วยเชน่กัน นอกจากนี้ ยังสามารถนำความร ู้เร ือ่งอนพัุนธ์ไปชว่ยในการหา
คา่ของลมิติของฟงักชั์นได้อกีด้วย ซึง่เปน็เคร ือ่งมอืหนึง่ท ีส่ำคัญและนา่สนใจ โดยมลัีกษณะทีง่า่ยตอ่
การนำไปใช้ นัน่คอื หลักเกณฑโ์ลปติาล นัน่เอง โดยหลักเกณฑน์ ี้จะนำไปใช้ชว่ยในการหาคา่ลมิติในกรณี
ท ีร่ปูแบบของฟงักชั์นของลมิติท ีต้่องการหาคา่น้ันมรีปูแบบ เชน่ ∞

∞ , 0
0
เปน็ต้น ซึง่ไมส่ามารถหาคา่ลมิติ

ได้ด้วยวธิกีารตามปกติ โดยหลักเกณฑน์ ี้จะทำให้เหน็ถงึความสัมพันธร์ะหวา่งเร ือ่งของอนพัุนธแ์ละลมิติ
นัน่เอง ซึง่ในบทนี้จงึได้นำเสนอการพสิจูน์ทฤษฎบีทของโลปติาลไว้ในหัวข้อ 6.3 ด้วย และสว่นสดุท้าย
ของบทได้กลา่วถงึอนพัุนธ์อันดับสงู นัน่คอื การหาอนพัุนธ์ต้ังแตอั่นดับสองเปน็ต้นไป รวมถงึทฤษฎบีท
ทีร่ ู้จักกันดใีนเร ือ่งของอนพัุนธ์อันดับสงู นัน่คอื ทฤษฎบีทของเทย์เลอร์ ซึง่เปน็ทฤษฎบีททีถ่กูใช้ในทาง
แคลคลัูสและคณติศาสตรป์ระยกุตอ์ยา่งมากมาย เชน่ ในรายวชิาการวเิคราะหเ์ชงิตัวเลข หรอืสมการเชงิ
อนพัุนธ์ เปน็ต้น

6.1 อนพัุนธ์
ในหัวข้อนี้จะเร ิม่ต้นจากการให้บทนยิามของอนพัุนธข์องฟงักชั์นกอ่น



134 บทที่ 6 อนพัุนธข์องฟงักชั์น

บทนยิาม 6.1.1 กำหนดให้ f เปน็ฟงักชั์นทีน่ยิามบนบางยา่นใกล้เคยีง N(x0, δ) ของจดุ x0 สำหรับ
บางจำนวนจรงิ δ > 0 จะกลา่ววา่ อนพัุนธ์ (derivative) ของ f ทีจ่ดุ x0 ถ้า

f ′(x0) = lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)

h
(6.1)

และถ้าลมิติของ (6.1) หาคา่ได้ จะกลา่ววา่ฟงักชั์น f หาอนพัุนธ์ได้ (differentiable) ทีจ่ดุ x0 และจะ
กลา่ววา่ f หาอนพัุนธ์ได้บนเซต A ถ้า f หาอนพัุนธไ์ด้ท ีท่กุจดุ x0 ∈ A เม ือ่ A เปน็เซตยอ่ยใดๆบน R

ดังน้ัน จงึสามารถกลา่วได้วา่ อนพัุนธ์ของฟงักชั์น f จะเปน็ฟงักชั์นซึง่โดเมนของฟงักชั์น f ′

คอื เซตของจดุ x0 ท้ังหมดซึง่ f ′(x0) หาคา่ได้ นอกจากนี้ ยังมสัีญลักษณ์อ ืน่ๆ ของอนพัุนธ์ของฟงักชั์น
y = f(x) เชน่ df

dx
, dy
dx

และ y′ เปน็ต้น

ตอ่ไปเปน็การแสดงตัวอยา่งของการพสิจูน์วา่ฟงักชั์นทีก่ำหนดให้สามารถหาอนพัุนธ์ได้ โดย
ใช้บทนยิามของอนพัุนธ์ (บทนยิาม 6.1.1) ในการพจิารณา
ตัวอยา่ง 6.1.1 กำหนดให้ f(x) = x|x| สำหรับทกุๆ x ∈ R จงหาอนพัุนธข์องฟงักชั์น f ทีท่กุๆ จดุ
x ∈ R

วิธีทำ จะแยกพจิารณาเปน็ 3 กรณี
กรณทีี่ 1 ถ้า x > 0 แล้ว f(x) = x2 ดังน้ัน จะเหน็วา่ถ้า x0 > 0 แล้ว

f ′(x0) = lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)

h

= lim
h→0

(x0 + h)2 − x2
0

h

ซึง่ x0 + h > 0 เม ือ่ |h| มคีา่น้อยเพยีงพอ ดังน้ัน

f ′(x0) = lim
h→0

2x0h+ h2

h
= lim

h→0
(2x0 + h)

= 2x0

= 2|x0|

กรณทีี่ 2 ถ้า x < 0 แล้ว f(x) = −x2 ดังน้ัน จะเหน็วา่ถ้า x0 < 0 แล้ว

f ′(x0) = lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)

h

= lim
h→0

−(x0 + h)2 + x2
0

h

ซึง่ x0 + h < 0 เม ือ่ |h| มคีา่น้อยเพยีงพอ ดังน้ัน

f ′(x0) = lim
h→0

−2x0h− h2

h
= lim

h→0
(−2x0 − h)

= −2x0

= 2|x0|
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กรณทีี่ 3 ถ้า x0 = 0 แล้ว f(x) = 0 ดังน้ัน จะเหน็วา่ถ้า x0 = 0 แล้ว

f ′(0) = lim
h→0

f(0 + h)− f(0)

h

= lim
h→0

h|h|
h

= lim
h→0

|h|
= 0

= 2|x0|

จากท้ัง 3 กรณี จงึสรปุได้วา่ f ′(x) = 2|x| สำหรับทกุๆ x ∈ R

ตัวอยา่ง 6.1.2 กำหนดให้ f(x) = k เปน็ฟงักชั์นคงตัว สำหรับทกุๆ x ∈ R และ k เปน็จำนวนจรงิ
จงพสิจูนว์า่ f ′(x) = 0

วิธีทำ กำหนดให้ f(x) = k สำหรับทกุๆ x ∈ R พจิารณา
d

dx
(f(x)) = lim

h→0

f(x+ h)− f(x)

h

= lim
h→0

k − k

h

= lim
h→0

0

h
= 0

ตัวอยา่งถัดไปจะเปน็การแสดงวา่ฟงักชั์นทีก่ำหนดให้น้ันไมส่ามารถหาอนพัุนธ์ได้ โดยใช้บท
นยิาม 6.1.1
ตัวอยา่ง 6.1.3 กำหนดให้ f(x) = |x| สำหรับทกุๆ x ∈ R จงแสดงวา่ฟงักชั์น f หาอนพัุนธไ์มไ่ด้ท ี่
จดุ x = 0

วิธีทำ เน ือ่งจาก ถ้า f ′(0) = limh→0
f(h)−f(0)

h−0
หาคา่ได้ แล้วคา่ลมิติทางซ้ายและลมิติทางขวาต้องมี

คา่เทา่กัน นัน่คอื
lim
h→0+

f(h)− f(0)

h
= lim

h→0−

f(h)− f(0)

h

จะเร ิม่จากพจิารณากรณที ี่ h → 0+ ในกรณนี ี้จะเหน็วา่ h > 0 ดังน้ัน f(h) = |h| = h และ

lim
h→0+

f(h)− f(0)

h
= lim

h→0+

h

h
= 1

แตถ้่าพจิารณากรณที ี่ h → 0− จะเหน็วา่ h < 0 ดังน้ัน f(h) = |h| = −h และ

lim
h→0−

f(h)− f(0)

h
= lim

h→0−

−h

h
= −1

ทำให้ได้วา่ลมิติทางซ้ายและลมิติทางขวามคีา่ไมเ่ทา่กัน ดังน้ัน limx→0
f(x)−f(0)

x
หาคา่ไมไ่ด้ จงึทำให้

ได้วา่ f ′(0) หาคา่ไมไ่ด้ จงึสรปุได้วา่ f หาอนพัุนธไ์มไ่ด้ ณ ทีจ่ดุ x = 0
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จากตัวอยา่งข้างต้นจงึทำให้เหน็วา่ การพจิารณาหาอนพัุนธ์ของฟงักชั์นยังมกีารใช้ความร ู้ใน
เร ือ่งของคา่ลมิติทางซ้ายและคา่ลมิติทางขวาของฟงักชั์นมาพจิารณา ซึง่ลมิติทางซ้ายและลมิติทางขวา
ของฟงักชั์นได้ศกึษาไปแล้วในหัวข้อที่ 4.2 ดังน้ัน ตอ่ไปจงึจะนำความร ู้เร ือ่งของลมิติทางซ้ายและลมิติ
ทางขวาของฟงักชั์นไปใช้ในการพจิารณาอนพัุนธ์ทางขวาและอนพัุนธ์ทางซ้าย และอนพัุนธ์บนชว่งปดิ
ของฟงักชั์นอกีด้วย รายละเอยีดดังบทนยิามตอ่ไปนี้

บทนยิาม 6.1.2 กำหนดให้ f เปน็ฟงักชั์นทีน่ยิามบนชว่งปดิ [a, b] จะกลา่ววา่ f หาอนพัุนธ์ทางขวาได้
(right differentiable) ทีจ่ดุ a ถ้าลมิติ limx→a+

f(x)−f(a)
x−a

หาคา่ได้ โดยจะเขยีนแทนด้วย f ′(a+) และ
จะกลา่ววา่ฟงักชั์น f หาอนพัุนธ์ทางซ้ายได้ (left differentiable) ทีจ่ดุ b ถ้าลมิติ limx→b−

f(x)−f(b)
x−b

หาคา่ได้ โดยจะเขยีนแทนด้วย f ′(b−)

บทนยิาม 6.1.3 ถ้า f สามารถหาอนพัุนธ์ได้ท ีท่กุจดุ x0 ∈ (a, b) หาอนพัุนธ์ทางขวาได้ทีจ่ดุ a และ
หาอนพัุนธ์ทางซ้ายได้ทีจ่ดุ b แล้วจะกลา่ววา่ฟงักชั์น f หาอนพัุนธ์ได้บนช่วงปดิ (differentiable on
interval) [a, b]

ทฤษฎบีทตอ่ไปเปน็การแสดงวา่ถ้า f เปน็ฟงักชั์นทีห่าอนพัุนธ์ได้ท ีจ่ดุๆ หนึง่แล้ว f จะเปน็
ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งท ีจ่ดุๆ น้ันด้วย

ทฤษฎบีท 6.1.1 ถ้า f เปน็ฟงักชั์นทีห่าอนพัุนธไ์ด้ท ีจ่ดุ x0 แล้ว f เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งท ีจ่ดุ x0

การพิสจูน์ กำหนดให้ f เปน็ฟงักชั์นทีห่าอนพัุนธไ์ด้ท ีจ่ดุ x0 โดยบทนยิาม 6.1.1 จะได้วา่

f ′(x0) = lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0

หาคา่ได้ ทำให้ได้วา่

lim
x→x0

(f(x)− f(x0)) = lim
x→x0

[
f(x)− f(x0)

x− x0

]
(x− x0)

= lim
x→x0

[
f(x)− f(x0)

x− x0

]
lim
x→x0

(x− x0)

= (f ′(x0))(0)

= 0

ดังน้ัน limx→x0 f(x) = f(x0) นัน่คอื f เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งทีจ่ดุ x0

จากบทพสิจูนข้์างต้นทำให้ได้รับบทแทรกดังตอ่ไปนี้

บทแทรก 6.1.1 ถ้า f เปน็ฟงักชั์นทีห่าอนพัุนธ์ทางขวาได้ทีจ่ดุ a แล้ว f จะเปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งทาง
ขวาทีจ่ดุ a และถ้า f เปน็ฟงักชั์นทีห่าอนพัุนธท์างซ้ายได้ทีจ่ดุ b แล้ว f จะเปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งทางซ้าย
ทีจ่ดุ b

การพิสจูน์ แบบฝกึหัด
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สำหรับทฤษฎบีทถัดไปจะเปน็การกลา่วถงึการหาอนพัุนธข์องผลบวกของฟงักชั์น ผลคณูของ
ฟงักชั์นและผลหารของฟงักชั์น ซึง่ถอืวา่เปน็หัวใจในเร ือ่งอนพัุนธ์เลยทเีดยีว โดยได้แสดงบทพสิจูน์ดัง
รายละเอยีดในทฤษฎบีทตอ่ไปนี้

ทฤษฎบีท 6.1.2 กำหนดให้ f และ g เปน็ฟงักชั์นทีห่าอนพัุนธไ์ด้ท ีจ่ดุ c แล้วข้อความตอ่ไปนี้เปน็จรงิ

(1) สำหรับจำนวนจรงิ k ใดๆ ฟงักชั์น kf จะหาอนพัุนธไ์ด้ท ีจ่ดุ c และ

(kf)′(c) = k(f ′(c))

(2) ฟงักชั์น f + g จะหาอนพัุนธไ์ด้ท ีจ่ดุ c และ

(f + g)′(c) = f ′(c) + g′(c)

(3) ฟงักชั์น fg จะหาอนพัุนธไ์ด้ท ีจ่ดุ c และ

(fg)′(c) = f(c)g′(c) + g(c)f ′(c)

(4) สำหรับ g(c) ̸= 0 ฟงักชั์น f
g
จะหาอนพัุนธไ์ด้ท ีจ่ดุ c และ(

f

g

)′

(c) =
g(c)f ′(c)− f(c)g′(c)

[g(c)]2

การพิสจูน์ ข้อ (1) และ (2) เปน็แบบฝกึหัด

(3) จะแสดงวา่ฟงักชั์น fg จะหาอนพัุนธไ์ด้ท ีจ่ดุ c และ (fg)′(c) = f(c)g′(c) + g(c)f ′(c)

สำหรับทกุๆ x ในโดเมนของ fg ซึง่ x ̸= c จะได้วา่

(fg)(x)− (fg)(c)

x− c
=

f(x)g(x)− f(c)g(c)

x− c

=
f(x)g(x)− f(x)(g)(c)

x− c
+

f(x)g(c)− f(c)(g)(c)

x− c

= f(x)
g(x)− (g)(c)

x− c
+ g(c)

f(x)− f(c)

x− c

เน ือ่งจาก f และ g เปน็ฟงักชั์นทีห่าอนพัุนธไ์ด้ท ีจ่ดุ c จะได้วา่

f ′(c) = lim
x→c

f(x)− f(c)

x− c

และ
g′(c) = lim

x→c

g(x)− g(c)

x− c
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แล้วยังได้วา่ limx→c f(x) = f(c) และ limx→c g(x) = g(c) ดังน้ัน

(fg)′(c) = lim
x→c

[
(fg)(x)− (fg)(c)

x− c

]
= lim

x→c

[
f(x)

g(x)− (g)(c)

x− c

]
+ lim

x→c

[
g(c)

f(x)− f(c)

x− c

]
= lim

x→c
f(x) lim

x→c

g(x)− g(c)

x− c
+ lim

x→c
g(c) lim

x→c

f(x)− f(c)

x− c
= f(c)g′(c) + f ′(c)g(c)

ทำให้สรปุได้วา่ fg เปน็ฟงักชั์นทีห่าอนพัุนธไ์ด้ท ีจ่ดุ c

(4) กำหนดให้ g(c) ̸= 0 จะแสดงวา่ ฟงักชั์น f
g
จะหาอนพัุนธไ์ด้ท ีจ่ดุ c และ(

f

g

)′

(c) =
g(c)f ′(c)− f(c)g′(c)

(g(c))2

เน ือ่งจากฟงักชั์น f และ g หาอนพัุนธไ์ด้ท ีจ่ดุ c ทำให้ได้วา่

f ′(c) = lim
x→c

f(x)− f(c)

x− c

และ
g′(c) = lim

x→c

g(x)− g(c)

x− c

แล้วยังได้วา่ limx→c f(x) = f(c) กับ limx→c g(x) = g(c) ทำให้ได้วา่ จะมชีว่งเปดิ
(c− δ, c+ δ) ซึง่ g(x) ̸= 0 สำหรับทกุๆ x ∈ (c− δ, c+ δ) ซึง่ทำให้ สำหรับทกุๆ x ในโดเมน
ของ f

g
ซึง่ x ∈ N∗(c, δ) จะเหน็วา่

f

g
(x)− f

g
(c) =

f(x)

g(x)
− f(c)

g(c)

=
g(c)f(x)− f(c)g(x)

g(x)g(c)

=
g(c)f(x)− g(c)f(c) + g(c)f(c)− f(c)g(x)

g(x)g(c)

= [g(c)f(x)− g(c)f(c) + g(c)f(c)− f(c)g(x)] · 1

g(x)g(c)

ดังน้ัน(
f

g

)′

(c) = lim
x→c

f
g
(x)− f

g
(c)

x− c

= lim
x→c

{
g(c)f(x)− g(c)f(c) + g(c)f(c)− f(c)g(x)

x− c
· 1

g(x)g(c)

}
= lim

x→c

{[
g(c)

f(x)− f(c)

x− c
− f(c)

g(x)− g(c)

x− c

] [
1

g(x)g(c)

]}
=

[
lim
x→c

g(c)
f(x)− f(c)

x− c
− lim

x→c
f(c)

g(x)− g(c)

x− c

] [
lim
x→c

1

g(x)g(c)

]
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= (g(c)f ′(c)− f(c)g′(c))
1

(g(c))2

=
g(c)f ′(c)− f(c)g′(c)

(g(c))2

จงึสรปุได้วา่ฟงักชั์น f
g
หาอนพัุนธไ์ด้ท ีจ่ดุ c

ตอ่ไปจะเปน็ทฤษฎบีทของอนพัุนธส์ำหรับฟงักชั์นชี้กำลัง ซึง่มทีฤษฎบีทดังตอ่ไปนี้
ทฤษฎบีท 6.1.3 สำหรับทกุๆ จำนวนเตม็ n ̸= 0 ฟงักชั์น f(x) = xn สามารถหาอนพัุนธไ์ด้ โดยที่

d(xn)

dx
= nxn−1

สำหรับทกุๆ x ∈ R และ nxn−1 หาคา่ได้
การพิสจูน์ สำหรับจำนวนจรงิ n > 0 จะใช้หลักการอปุนัยเชงิคณติศาสตร์ โดยกำหนดให้ P (n) แทน
ข้อความ "d(xn)

dx
= nxn−1" จะแสดงวา่ P (1) เปน็จรงิ ซึง่จะเหน็วา่

d(x1)

dx
= lim

z→x

z − x

z − x
= 1 = (1)x1−1

ดังน้ัน P (1) เปน็จรงิ
ตอ่ไปสมมตใิห้ P (k) เปน็จรงิ นัน่คอื d(xk)

dx
= kxk−1 จะแสดงวา่ P (k + 1) เปน็จรงิ

เน ือ่งจาก
d

dx
(xk+1) =

d

dx
(xk · x)

= xk d

dx
(x) + x · d

dx
(xk)

= xk(1) + x · (kxk−1)

= xk + kxk

= (k + 1)xk

= (k + 1)xk(k+1)−1

ดังน้ัน P (k+1) เปน็จรงิ โดยอปุนัยเชงิคณติศาสตรจ์งึสรปุได้วา่ d
dx
xn = nxn−1 เปน็จรงิสำหรับทกุๆ

n ∈ N
ตอ่ไปสำหรับทกุๆ m ∈ N จะเหน็วา่ −m < 0 ดังน้ันจะพจิารณาอนพัุนธ์ของ x−m จะได้

วา่
d

dx
(x−m) =

d

dx

(
1

xm

)
=

xm · d
dx
(1)− 1 · d

dx
(xm)

(xm)2

=
0 · xm −mxm−1 · 1

x2m

= −mx−m−1

จงึทำให้สรปุได้วา่ สำหรับทกุๆ n ทีเ่ปน็จำนวนเตม็ลบแล้ว d(xn)
dx

= nxn−1 ด้วย



140 บทที่ 6 อนพัุนธข์องฟงักชั์น

ตอ่ไปเปน็ตัวอยา่งของการนำทฤษฎบีท 6.1.2 และทฤษฎบีท 6.1.3 มาใช้พจิารณาหาอนพัุนธ์

ตัวอยา่ง 6.1.4 กำหนดให้ f(x) = 2x3−5x+12
2x+1

จงหาอนพัุนธข์อง f(x)

วิธีทำ จากทฤษฎบีท 6.1.2 และทฤษฎบีท 6.1.3 จะได้วา่

d

dx

(
2x3 − 5x+ 12

2x+ 1

)
=

(2x+ 1) d
dx
(2x3 − 5x+ 12)− (2x3 − 5x+ 12) d

dx
(2x+ 1)

(2x+ 1)2

=
(2x+ 1)( d

dx
(2x3)− d

dx
(5x) + d

dx
(12))− (2x3 − 5x+ 12)( d

dx
(2x) + d

dx
(1))

(2x+ 1)2

=
(2x+ 1)(2(3x2)− 5)− (2x3 − 5x+ 12)(2)

(2x+ 1)2

=
(2x+ 1)(6x2 − 10)− (4x3 − 10x+ 24)

(2x+ 1)2

=
12x3 − 20x+ 6x2 − 10− 4x3 + 10x− 24

(2x+ 1)2

=
8x3 + 6x2 − 10x− 34

(2x+ 1)2

ทฤษฎบีทตอ่ไปเปน็ทฤษฎบีททีส่ำคัญในการหาอนพัุนธ์อกีเชน่กัน นัน่คอื กฎลกูโซ ่ ซึง่มักจะ
ถกูนำไปใช้เปน็เคร ือ่งมอืชว่ยในการพจิารณาการหาอนพัุนธ์ของฟงักชั์นทีม่คีวามซับซ้อนในทางแคลค-ู
ลัส โดยเปน็การพจิารณาการหาอนพัุนธข์องฟงักชั์นประกอบนัน่เอง จะกลา่วในทฤษฎบีทตอ่ไป

ทฤษฎบีท 6.1.4 [กฎลกูโซ ่ (chain rule)] ถ้า f เปน็ฟงักชั์นทีห่าอนพัุนธไ์ด้ท ีจ่ดุ c และ g เปน็ฟงักชั์น
ทีห่าอนพัุนธไ์ด้ท ีจ่ดุ f(c) แล้วฟงักชั์นประกอบ g ◦ f จะหาอนพัุนธไ์ด้ท ีจ่ดุ c และ

(g ◦ f)′(c) = [g′(f(c))]f ′(c)

การพิสจูน์ กำหนดให้ f เปน็ฟงักชั์นทีห่าอนพัุนธ์ได้ท ีจ่ดุ c และ g เปน็ฟงักชั์นทีห่าอนพัุนธ์ได้ท ีจ่ดุ
f(c) นัน่คอื

f ′(c) = limx→c
f(x)−f(c)

x−c
และ g′(f(c)) = limy→f(c)

g(y)−g(f(c))
y−f(c)

จะนยิามฟงักชั์น h โดยกำหนดให้

h(y) =


g(y)−g(f(c))

y−f(c)
; ถ้า y ̸= f(c)

g′(f(c)); ถ้า y = f(c)

ทำให้ได้วา่ h เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งท ีจ่ดุ f(c) เน ือ่งจาก f หาอนพัุนธไ์ด้ท ีจ่ดุ c โดยทฤษฎบีท 6.1.1 จะ
ได้วา่ f เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งท ีจ่ดุ c ดังน้ันโดยทฤษฎบีท 5.1.3 ฟงักชั์นประกอบ h ◦ f เปน็ฟงักชั์นตอ่
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เนือ่งทีจ่ดุ c ทำให้ได้วา่

lim
x→c

(h ◦ f)(x) = (h ◦ f)(c)

= h(f(c))

= g′(f(c))

และจากนยิามของ h จะเหน็วา่

g(y)− g(f(c)) = h(y)[y − f(c)]

สำหรับทกุๆ y ในโดเมนของ h และ y ̸= f(c) ดังน้ัน เน ือ่งจาก y = f(x) จงึได้วา่

(g ◦ f)(x)− (g ◦ f)(c) = (h ◦ f)(x)[f(x)− f(c)]

เพราะฉะน้ันถ้า x ∈ N∗(c, δ) สำหรับบาง δ > 0 แล้ว

(g ◦ f)(x)− (g ◦ f)(c)
x− c

= (h ◦ f)(x)
[
f(x)− f(c)

x− c

]

และเมือ่พจิารณา x → c จะได้วา่

(g ◦ f)′(c) = lim
x→c

(g ◦ f)(x)− (g ◦ f)(c)
x− c

= lim
x→c

(h ◦ f)(x) lim
x→c

[
f(x)− f(c)

x− c

]
= g′(f(c))[f ′(c)]

จงึสรปุได้วา่ ฟงักชั์นประกอบ g ◦ f จะหาอนพัุนธไ์ด้ท ีจ่ดุ c

ตัวอยา่งตอ่ไปเปน็การนำทฤษฎบีท 6.1.4 มาใช้ในการหาอนพัุนธข์องฟงักชั์น

ตัวอยา่ง 6.1.5 จงหาอนพัุนธข์องฟงักชั์น f(x) = cos(x2 + 1) สำหรับทกุ x ∈ R

วิธีทำ จากกำหนดให้ f(x) = cos(x2 + 1) ต้องการหา f ′(x) ซึง่จะกำหนดให้ g(x) = cosx และ
h(x) = x2 + 1 ดังน้ัน g ◦ h(x) = g(h(x)) = g(x2 + 1) = cos(x2 + 1) โดยจะเหน็วา่ฟงักชั์น f

และ g หาอนพัุนธไ์ด้ ดังน้ัน

d(f(x))

dx
=

d(cos(x2 + 1))

dx

=
d(cos(x2 + 1))

dx
· d(x

2 + 1)

dx
= − sin(x2 + 1) · (2x)
= −2x sin(x2 + 1)
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6.2 คณุสมบัตขิองฟงักชั์นทีห่าอนพัุนธไ์ด้
จากหัวข้อแรกได้กลา่วถงึบทนยิามของฟงักชั์นทีห่าอนพัุนธ์ได้พร้อมท้ังได้ยกตัวอยา่งประ-

กอบ และทฤษฎบีทเบื้องต้นเก ีย่วกับการดำเนนิการของฟงักชั์นทีห่าอนพัุนธ์ได้ ในหัวข้อนี้ จงึจะกลา่ว
ถงึ คณุสมบัตเิพิม่เตมิทีเ่ก ีย่วข้องกับการหาอนพัุนธ์ได้ นัน่คอื การนยิามคา่สงูสดุและตำ่สดุเฉพาะที่ คา่
สงูสดุและตำ่สดุสัมบรูณ์ พร้อมท้ังยังพสิจูนท์ฤษฎบีททีส่ำคัญในเร ือ่งของอนพัุนธ์ ยกตัวอยา่งเชน่ ทฤษ-
ฎบีทของโรลล์ (Rolle's theorem) ทฤษฎบีทคา่มัชฌมิ (mean-value theorem) และทฤษฎบีทคา่
มัชฌมิของโคชี (Cauchy mean-value theorem) เปน็ต้น โดยจะเร ิม่ต้นด้วยการกลา่วถงึบทนยิาม
ของฟงักชั์นคา่สงูสดุและตำ่สดุเฉพาะทีก่อ่น
บทนยิาม 6.2.1 กำหนดให้ f : R → R เปน็ฟงักชั์นและ x0 ∈ R จะกลา่ววา่ f(x0) เปน็ค่าสงูสดุ
เฉพาะท่ี (local maximum) ของฟังก์ชัน f ถ้ามจีำนวนจรงิ δ > 0 ซึง่ทำให้

f(x) ≤ f(x0)

สำหรับทกุๆ x ∈ N(x0, δ) และจะเรยีกจดุ x0 วา่ จดุสงูสดุเฉพาะท่ี (local maximum point) ดังรปู
6.1 และจะกลา่ววา่ f(x0) เปน็ค่าต่ำสดุเฉพาะท่ี (local minimum) ของฟงักชั์น f ถ้ามจีำนวนจรงิ

รปูที่ 6.1: คา่สงูสดุเฉพาะที่

δ > 0 ซึง่ทำให้
f(x) ≥ f(x0)

สำหรับทกุ x ∈ N(x0, δ) และจะเรยีกจดุ x0 วา่จดุต่ำสดุเฉพาะท่ี (local minimum point) ดังรปู
6.2 และจะกลา่ววา่ f(x0) เปน็ค่าสดุขีดเฉพาะท่ี (local extrem) ถ้า f(x0) เปน็คา่สงูสดุเฉพาะทีห่รอื
คา่ตำ่สดุเฉพาะที่ และจะเรยีกจดุ x0 วา่จดุสดุขีดเฉพาะท่ี (local extrem point)

ตอ่ไปจะกลา่วถงึบทนยิามของคา่ตำ่สดุและสงูสดุสัมบรูณข์องฟงักชั์น ดังบทนยิามตอ่ไปนี้

บทนยิาม 6.2.2 กำหนดให้ f : R → R เปน็ฟงักชั์นใดๆ และ x0 เปน็จดุทีอ่ย ูใ่นชว่ง I เม ือ่ I เปน็
เซตยอ่ยบนเซตของจำนวนจรงิ จะกลา่ววา่ f(x0) เปน็ค่าสงูสดุสัมบรูณ์ (absolute maximum) ของ
ฟงักชั์น f บน I ถ้า

f(x) ≤ f(x0)
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รปูที่ 6.2: คา่ตำ่สดุเฉพาะที่

สำหรับทกุๆ x ∈ I และจะเรยีกจดุ x0 วา่จดุสงูสดุ (maximum point) ของ f บน I และจะกลา่ววา่
f(x0) เปน็ค่าต่ำสดุสัมบรูณ์ (absolute minimum) ของฟงักชั์น f บน I ถ้า

f(x) ≥ f(x0)

สำหรับทกุๆ x ∈ I และจะเรยีกจดุ x0 วา่จดุต่ำสดุ (minimum point) ของ f บน I

ยิง่ไปกวา่น้ัน จะกลา่ววา่ f(x0) เปน็ค่าสดุขีดสัมบรูณ์ (absolute extrem) ถ้า f(x0) เปน็
คา่สงูสดุสัมบรูณห์รอืคา่ตำ่สดุสัมบรูณ์ และจะเรยีกจดุ x0 วา่จดุสดุขีด (extrem point) ของ f บน I

ตอ่ไปจะกลา่วถงึทฤษฎบีททีเ่ก ีย่วข้องกับคา่สดุขดีเฉพาะทีข่องฟงักชั์น

ทฤษฎบีท 6.2.1 ถ้า f(x0) เปน็คา่สดุขดีเฉพาะทีข่องฟงักชั์น f เม ือ่ x0 ∈ R แล้ว f ′(x0) = 0 หรอื
f ′(x0) หาคา่ไมไ่ด้

การพิสจูน์ กำหนดให้ f(x0) เปน็คา่สดุขดีเฉพาะทีข่องฟงักชั์น f เม ือ่ x0 ∈ R จะแสดงวา่
f ′(x0) = 0 หรอื f ′(x0) หาคา่ไมไ่ด้ สมมตใิห้ f ′(x) หาคา่ได้ และจาก f(x0) เปน็คา่สดุขดีเฉพาะที่
จะได้วา่ จะมจีำนวนจรงิ δ > 0 ซึง่ทำให้

f(x) ≤ f(x0)

สำหรับทกุๆ x ∈ N(x0, δ) ดังน้ัน ถ้า x0 < x < x0 + δ แล้ว
f(x)− f(x0)

x− x0

≤ 0

และถ้า x0 − δ < x < x0 แล้ว
f(x)− f(x0)

x− x0

≥ 0

เน ือ่งจาก f ′(x0) หาคา่ได้ จงึทำให้ได้วา่

f ′(x0) = lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
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หาคา่ได้ ดังน้ัน

lim
x→x+

0

f(x)− f(x0)

x− x0

= f ′(x0) = lim
x→x−

0

f(x)− f(x0)

x− x0

นัน่คอื f ′(x0) = 0

หมายเหตุ สำหรับฟงักชั์น f(x) = |x| สำหรับทกุๆ x ∈ R จะเหน็วา่ f เปน็ฟงักชั์นทีม่คีา่สดุขดี
เฉพาะทีอ่ย ูท่ ีจ่ดุ 0 ทีซ่ึง่ f ′(0) หาคา่ไมไ่ด้ ดังรปู 6.3

รปูที่ 6.3: f(x) = |x|

นอกจากนี้ บทกลับของทฤษฎบีท 6.2.1 ไมเ่ปน็จรงิ ยกตัวอยา่งเชน่ ถ้ากำหนดให้ f(x) = x3

สำหรับทกุๆ x ∈ R แล้ว f ′(0) = 0 แตจ่ะเหน็วา่ f เปน็ฟงักชั์นเพิม่โดยแท้บนเซต R ดังรปู 6.4 นัน่
หมายความวา่ ไมส่ามารถหาคา่สดุขดีเฉพาะทีข่องฟงักชั์นนี้ได้

รปูท ี่ 6.4: f(x) = x3

จากทฤษฎบีท 6.2.1 ได้มกีารพจิารณาคา่ f ′(x0) = 0 สำหรับ x0 ∈ R ไปแล้วน้ัน ตอ่ไปจะ
นำการพจิารณาดังกลา่วไปแนะนำบทนยิามของจดุวกิฤตของฟงักชั์น ดังบทนยิามตอ่ไปนี้
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บทนยิาม 6.2.3 จดุ x0 จะถกูเรยีกวา่ จดุวิกฤต (critical point) ของฟงักชั์น f ถ้า f ′(x0) = 0

หรอื f ′(x0) หาคา่ไมไ่ด้ และในกรณนี ี้จะกลา่ววา่ f(x0) เปน็ค่าวิกฤต (critical value) ของ f สำหรับ
x0 ∈ R

ทฤษฎบีทตอ่ไปนี้ เปน็ทฤษฎบีททีเ่ก ีย่วข้องกับจดุวกิฤต โดยทฤษฎบีทตอ่ไปเปน็การแสดงวา่
สำหรับฟงักชั์นทีต่อ่เน ือ่งบนชว่งปดิทีม่ขีอบเขต ฟงักชั์นดังกลา่วนี้จะมคีา่สดุขดี โดยคา่สดุขดีอาจจะเปน็
คา่วกิฤตหรอืคา่ ณ ทีจ่ดุขอบของชว่งปดิ ดังรายละเอยีดในทฤษฎบีทตอ่ไปนี้

ทฤษฎบีท 6.2.2 ถ้า f เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งบนชว่งปดิทีม่ขีอบเขต [a, b] แล้ว f จะมจีดุสงูสดุและจดุ
ตำ่สดุบนชว่ง [a, b] โดยทีจ่ดุสดุขดีดังกลา่วจะอย ูท่ ีจ่ดุใดจดุหนึง่ตอ่ไปนี้

1) จดุ c ซึง่ f ′(c) = 0 หรอื

2) จดุซึง่ f หาคา่อนพัุนธไ์มไ่ด้ หรอื

3) จดุ (a, f(a)) หรอื (b, f(b))

การพิสจูน์ กำหนดให้ f เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งบนชว่งปดิทีม่ขีอบเขต [a, b] โดยทฤษฎบีท 5.1.5 จะได้
วา่ f จะมจีดุสงูสดุและจดุตำ่สดุบน [a, b]

สมมตใิห้ x1 ∈ [a, b] เปน็จดุสงูสดุ (จดุตำ่สดุ) ของฟงักชั์น f ถ้า x1 = a หรอื x1 = b แล้ว
จะสอดคล้องกับข้อ 3)

ตอ่ไปถ้า x1 ไมส่อดคล้องข้อ 3) จะได้วา่ x1 ∈ (a, b) แล้วเปน็ไปได้ 2 อยา่งคอื f ′(x1) หา
คา่ได้หรอื f ′(x1) หาคา่ไมไ่ด้ ดังน้ัน โดยทฤษฎบีท 6.2.1 ถ้าข้อ 2) ไมจ่รงิ แล้ว f ′ หาคา่ได้ จงึทำให้ได้
วา่ f ′(x1) = 0 ดังน้ัน 1) เปน็จรงิ

ในทฤษฎบีทตอ่ไปเปน็การแสดงให้เหน็วา่ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งบนชว่งปดิทีม่ขีอบเขตทีส่ามารถ
หาอนพัุนธ์ได้และคา่เรนจ์ ณ ทีจ่ดุเร ิม่ต้นและจดุสดุท้ายเทา่กันแล้วจะมจีดุๆ หนึง่บนชว่งดังกลา่วทีห่า
อนพัุนธแ์ล้วได้คา่เปน็ศนูย์ ซึง่เปน็ทฤษฎที ีเ่ปน็ท ีร่ ู้จักกันในชือ่ ทฤษฎบีทของโรลล์ ดังรายละเอยีดตอ่ไป
นี้
ทฤษฎบีท 6.2.3 [ทฤษฎบีทของโรลล์ (Rolle's theorem)] ถ้า f เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งบนชว่งปดิทีม่ ี
ขอบเขต [a, b] ซึง่หาอนพัุนธ์ได้บนชว่ง (a, b) และ f(a) = f(b) แล้วจะมจีดุ x0 ∈ (a, b) ซึง่ทำให้
f ′(x0) = 0

การพิสจูน์ กำหนดให้ f เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งบนชว่งปดิทีม่ ีขอบเขต [a, b] ซึง่หาอนพัุนธ์ได้บนชว่ง
(a, b) และ f(a) = f(b) จะแสดงวา่ จะมจีดุ x0 ∈ (a, b) ซึง่ทำให้ f ′(x0) = 0

ถ้า f(x) = f(a) สำหรับทกุๆ x ∈ (a, b) แล้ว f จะเปน็ฟงักชั์นคงตัวบนชว่งปดิทีม่ขีอบเขต
[a, b] ดังน้ัน

f ′(x) = 0

สำหรับทกุๆ x ∈ (a, b) ดังน้ัน จงึสมมตวิา่มจีดุ x ∈ (a, b) ซึง่ f(x) ̸= f(a) โดยทฤษฎบีท 5.1.5 จะ
ได้วา่ จะมจีดุ x1, x2 ∈ [a, b] ซึง่ทำให้

f(x2) ≤ f(x) ≤ f(x1)
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สำหรับทกุๆ x ∈ [a, b] เน ือ่งจาก f ไมเ่ปน็ฟงักชั์นคงตัว และ f(a) = f(b) จะได้วา่ จะมจีดุ x0 ∈
[a, b] ซึง่ทำให้ f(x0) เปน็คา่สดุขดีสัมบรูณข์อง f บนชว่งปดิทีม่ขีอบเขต [a, b] ดังน้ัน f(x0) เปน็คา่
สดุขดีเฉพาะทีข่อง f ด้วย และเนือ่งจาก f ′(x0) หาคา่ได้ โดยทฤษฎบีท 6.2.1 จะได้วา่

f ′(x0) = 0

ตอ่ไปขอยกตัวอยา่งเพือ่ประกอบความเข้าใจในทฤษฎบีท 6.2.3 ดังตัวอยา่งตอ่ไปนี้

ตัวอยา่ง 6.2.1 กำหนดให้ f(x) = x2 เม ือ่ x ∈ [−2, 2] จงหาจดุ x0 ∈ (−2, 2) ทีท่ำให้ f ′(x0) = 0

การพิสจูน์ จากกำหนดให้ f(x) = x2 เม ือ่ x ∈ [−2, 2] จะพจิารณาโดยใช้ทฤษฎบีท 6.2.3 จะเหน็
วา่ จากการกำหนดฟงักชั์น f(x) = x2 แล้ว f เปน็ฟงักชั์นทีต่อ่เน ือ่งบนชว่งปดิ [−2, 2] และฟงักชั์น
f สามารถหาอนพัุนธไ์ด้บนชว่ง (−2, 2) และ

f(−2) = (−2)2 = 4 = (2)2 = f(2)

ดังน้ัน โดยทฤษฎบีท 6.2.3 จงึทำให้ได้วา่ จะมจีดุ x0 ∈ (−2, 2) ทีท่ำให้ f ′(x0) = 0 ซึง่

f ′(x0) =
d(x2

0)

dx0

= 2x0

ดังน้ัน จงึได้วา่ x0 = 0 ทีท่ำให้ f ′(x0) = 0

ตอ่ไปจะขอนำเสนอทฤษฎบีททีส่ำคัญทีเ่ก ีย่วข้องกับอนพัุนธแ์ละเปน็ทีร่ ู้จักกันดี นัน่คอื ทฤษ-
ฎบีทคา่มัชฌมิและทฤษฎบีทคา่มัชฌมิของโคชี ซึง่มักถกูนำไปใช้เปน็เคร ือ่งมอืในการหาคา่ของอนพัุนธ์
ณ จดุจดุหนึง่อย ูเ่สมอ โดยในทฤษฎบีทเหลา่นี้ ยังมคีวามเก ีย่วข้องกับความชันของฟงักชั์นอกีด้วย มรีาย
ละเอยีดดังตอ่ไปนี้

ทฤษฎบีท 6.2.4 [ทฤษฎบีทคา่มัชฌมิ (mean-value theorem)] ถ้า f เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งบนชว่ง
ปดิทีม่ขีอบเขต [a, b] และหาอนพัุนธไ์ด้บนชว่ง (a, b) แล้วจะมจีดุ c ∈ (a, b) ซึง่ทำให้

f ′(c) =
f(b)− f(a)

b− a

ดังรปู 6.5

การพิสจูน์ กำหนดให้ f เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งบนชว่งปดิทีม่ขีอบเขต [a, b] และหาอนพัุนธ์ได้บนชว่ง
(a, b) จะแสดงวา่จะมจีดุ c ∈ (a, b) ทีท่ำให้ f ′(c) = f(b)−f(a)

b−a
ดังน้ัน จงึจะเร ิม่จากการนยิามฟงักชั์น

g : [a, b] → R โดย
g(x) = f(x)(b− a)− x[f(b)− f(a)]
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รปูที่ 6.5: ทฤษฎบีทคา่มัชฌมิ

สำหรับทกุๆ x ∈ [a, b] ซึง่เหน็ได้ชัดเจนวา่ g เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งบนชว่งปดิทีม่ขีอบเขต [a, b] และหา
อนพัุนธไ์ด้บนชว่ง (a, b) ทำให้ได้วา่

g(a) = f(a)(b− a)− a[f(b)− f(a)]

= f(a) · b− f(a) · a− a · f(b) + a · f(a)
= f(a) · b− a · f(b)
= f(a) · b− f(b) · b+ f(b) · b− a · f(b)
= b · [f(a)− f(b)] + f(b) · [b− a]

= f(b) · [b− a]− b · [f(b)− f(a)]

= g(b)

โดยทฤษฎบีท 6.2.3 จะได้วา่ จะมจีดุ c ∈ (a, b) ซึง่ g′(c) = 0 ดังน้ัน

f ′(c)(b− a)− f(b)− f(a) = g′(c) = 0

นัน่คอื
f ′(c) =

f(b)− f(a)

b− a

ตัวอยา่ง 6.2.2 กำหนดให้M > 0 และ f หาอนพัุนธไ์ด้ท ี่x สำหรับทกุๆ x ∈ R โดยที่ |f ′(x)| ≤ M

สำหรับทกุๆ x ∈ R จงพสิจูนว์า่

|f(x)− f(y)| ≤ M |x− y| (6.2)

สำหรับทกุ x, y ∈ R

วิธีทำ กำหนดให้ M > 0 และ f หาอนพัุนธไ์ด้ท ี่ x สำหรับทกุๆ x ∈ R โดยทฤษฎบีท 6.1.1 จะได้วา่
f เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งบน R ดังน้ันจงึทำให้ได้วา่ f เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งบนชว่งปดิทีม่ขีอบเขต [y, x]
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และหาอนพัุนธไ์ด้บนชว่ง (y, x) สำหรับทกุๆ x, y ∈ R โดยทฤษฎบีท 6.2.4 จะได้วา่ จะมี z ∈ (y, x)

ซึง่ทำให้
f ′(z) =

f(x)− f(y)

x− y

ดังน้ัน
|f ′(z)| =

∣∣∣∣f(x)− f(y)

x− y

∣∣∣∣ = |f(x)− f(y)|
|x− y|

เน ือ่งจาก |f ′(x)| ≤ M สำหรับทกุๆ x ∈ R และจาก z ∈ R จงึทำให้ได้วา่

|f(x)− f(y)|
|x− y|

≤ M

ดังน้ัน

|f(x)− f(y)| ≤ M |x− y|

สำหรับทกุ x, y ∈ R

หมายเหตุ เง ือ่นไข (6.2) จะถกูเรยีกวา่ เง่ือนไขลิปชิตซ์ (Lipschitz's condition)

เง ือ่นไขลปิชติซเ์ปน็เง ือ่นไขทีส่ำคัญและนา่สนใจ เพราะถกูไปใช้ในการพสิจูนส์ำหรับศกึษาใน
เนื้อหาระดับทีส่งูขึ้น และยังเปน็เคร ือ่งมอืทีส่ำคัญและถกูนำไปใช้ท้ังในคณติศาสตร์บรสิทุธ ิ์และคณติ-
ศาสตร์ประยกุต์ ยกตัวอยา่งเชน่การใช้เง ือ่นไขของลปิชติซ์ในการการันตกีารมผีลเฉลยของปญัหาวา่ม ี
เพยีงคา่เดยีว ยกตัวอยา่งเชน่ บนปญัหาของระบบพลวัตบน Rn โดยลักษณะของปญัหาของระบบพล-
วัต (dynamical system) คอื สำหรับ ϕt : Rn → Rn เม ือ่ t ∈ R และเขยีนแทน ϕt(x) ด้วย x(t)

จะกลา่ววา่ ϕt เปน็ระบบพลวัต ถ้า
d(x(t))

dt
= f(x(t))

และถ้า x เปน็ฟงักชั์นทีส่ามารถหาอนพัุนธไ์ด้แล้ว x จะเปน็ผลเฉลยของระบบพลวัตด้วย และสำหรับ

d(x(t))

dt
= f(x(t))

หาคา่ได้ เม ือ่ t0 ≤ t ≤ T และ x(t0) = x0 แล้ว x(t) จะกลา่ววา่เปน็ผลเฉลยของปัญหาค่าเริ่มต้น
(initial value problem) โดยจะเหน็วา่ปญัหาของระบบพลวัตกับปญัหาคา่เร ิม่ต้นมคีวามเก ีย่วข้อง
หรอืสัมพันธกั์น และถ้าหากฟงักชั์นทีพ่จิารณามเีง ือ่นไขของลปิชติซเ์ปน็จรงิแล้วจะทำให้ได้รับผลลัพธท์ ี่
วา่ ปญัหาคา่เร ิม่ต้นจะมผีลเฉลยและมเีพยีงคา่เดยีว ดังทฤษฎบีทตอ่ไปนี้

ทฤษฎบีท 6.2.5 กำหนดให้ f ฟงักชั์นทีส่ามารถหาอนพัุนธไ์ด้และอนพัุนธน้ั์นตอ่เน ือ่งบน Rn และ f

สอดคล้องเง ือ่นไขของลปิชติซ์ แล้วจะได้วา่ สำหรับทกุๆ x0 ∈ Rn ปญัหาคา่เร ิม่ต้นจะมผีลเฉลยและมี
เพยีงคา่เดยีว x(t) สำหรับทกุๆ t ∈ R
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จากทฤษฎบีทนี้ทำให้สรปุได้วา่ หากฟงักชั์นทีพ่จิารณาสอดคล้องเง ือ่นไขของลปิซติซ์แล้วจะ
ทำให้ได้วา่ปญัหาคา่เร ิม่ต้นของฟงักชั์นน้ันจะมผีลเฉลยและมเีพยีงคา่เดยีว และสามารถนำการพจิารณา
ดังกลา่วมาพจิารณาผลเฉลยของปญัหาของระบบพลวัตได้ด้วยเชน่เดยีวกัน จากผลลัพธ์ข้างต้นนี้ ได้
ถกูนำไปประยกุต์ใช้กันอยา่งตอ่เน ือ่งจนถงึปจัจบัุนนี้ ดังดไูด้จากผลงานวจัิยในเร ือ่งของระบบพลวัต
[17, 18, 26, 27] และยิง่ไปกวา่น้ัน ยังได้นำการศกึษาเหลา่นี้ไปประยกุตใ์ช้ในงานด้านเศรษฐศาสตร์ ดัง
ดไูด้จาก [19] เปน็ต้น

ตอ่ไปจะเปน็ทฤษฎบีทหนึง่ท ีส่ำคัญเก ีย่วกับฟงักชั์นอนพัุนธ์ นัน่คอื ทฤษฎบีทคา่มัชฌมิของ
โคชี โดยมรีายละเอยีดดังตอ่ไปนี้
ทฤษฎบีท 6.2.6 [ทฤษฎบีทคา่มัชฌมิของโคชี (Cauchy mean-value theorem)] ถ้า f และ g เปน็
ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งบนชว่งปดิทีม่ขีอบเขต [a, b] และหาอนพัุนธ์ได้บนชว่ง (a, b) แล้วจะมจีดุ c ∈ (a, b)

ซึง่ทำให้
f ′(c)[g(b)− g(a)] = g′(c)[f(b)− f(a)]

การพิสจูน์ แบบฝกึหัด

ทฤษฎบีทสดุท้ายของหัวข้อนี้ เปน็ทฤษฎบีททีก่ลา่วถงึความสัมพันธ์ของฟงักชั์นทีห่าอนพัุนธ์
ได้กับฟงักชั์นทางเดยีว โดยถ้ามฟีงักชั์นทีห่าอนพัุนธ์ได้และมบีางเง ือ่นไขทีเ่ก ีย่วกับอนพัุนธ์ของฟงักชั์น
น้ันแล้ว สามารถทำให้ได้วา่ f เปน็ฟงักชั์นทางเดยีว ซึง่มรีายละเอยีดดังนี้
ทฤษฎบีท 6.2.7 ถ้า f เปน็ฟงักชั์นที่หาอนพัุนธ์ได้บนชว่ง (a, b) และ f ′(x) ≥ 0 สำหรับทกุๆ
x ∈ (a, b) แล้ว f จะเปน็ฟงักชั์นเพิม่ทางเดยีวบนชว่ง (a, b)
การพิสจูน์ กำหนดให้ f เปน็ฟงักชั์นทีห่าอนพัุนธ์ได้บนชว่ง (a, b) และ f ′(x) ≥ 0 สำหรับทกุๆ
x ∈ (a, b) จะแสดงวา่ f เปน็ฟงักชั์นเพิม่ทางเดยีวบนชว่ง (a, b)

กำหนดให้ x1, x2 ∈ (a, b) ซึง่ x1 < x2 โดยทฤษฎบีท 6.1.1 จะได้วา่ f เปน็ฟงักชั์นตอ่
เน ือ่งบนชว่งปดิทีม่ขีอบเขต [x1, x2] และหาอนพัุนธ์ได้บนชว่ง (x1, x2) โดยทฤษฎบีท 6.2.4 จะได้วา่
จะมจีดุ x0 ∈ (x1, x2) ซึง่ทำให้

f ′(x0) =
f(x2)− f(x1)

x2 − x1

เน ือ่งจาก x2 − x1 > 0 และ f ′(x0) ≥ 0 ทำให้ได้วา่ f(x2)− f(x1) ≥ 0 ดังน้ัน

f(x1) ≤ f(x2)

นัน่คอื f เปน็ฟงักชั์นเพิม่ทางเดยีวบนชว่ง (a, b)

6.3 หลักเกณฑโ์ลปติาล
จากทีก่ลา่วมาข้างต้น ได้แนะนำฟงักชั์นทีห่าอนพัุนธ์ได้และคณุสมบัตติา่งๆ ของฟงักชั์นที่

หาอนพัุนธ์ได้ พร้อมท้ังทฤษฎบีททีส่ำคัญเกีย่วกับฟงักชั์นทีห่าอนพัุนธ์ได้มาแล้ว แตยั่งคงมอีกีสว่นหนึง่
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ของการหาอนพัุนธท์ ีน่า่สนใจ ทีไ่ด้ถกูนำไปใช้ในการหาคา่ของลมิติของฟงักชั์นซึง่มรีปูแบบยังไมก่ำหนด
เชน่ ∞

∞ , 0
0
เปน็ต้น โดยจะกลา่วถงึการพจิารณาลมิติและอนพัุนธ์ของรปูแบบยังไมก่ำหนดทีไ่ด้กลา่วมา

โดยวธิกีารทีช่ว่ยในการหาคำตอบกค็อื หลักเกณฑข์องโลปติาล (l'Hâpital's rule) ซึง่ถกูนำไปใช้ในการ
คำนวณคา่ของลมิติของฟงักชั์น นอกจากรปูแบบยังไมก่ำหนดทีก่ลา่วมาแล้วยังมรีปูแบบอืน่ๆ ทีส่ามารถ
ใช้หลักเกณฑข์องโลปติาลในการพจิารณาได้ เชน่ รปูแบบ 0 · x∞,∞−∞, 1∞,∞0 และ 0∞ เปน็ต้น
ดังน้ัน ตอ่ไปจงึจะขอกลา่วถงึบทพสิจูนข์องทฤษฎบีทของโลปติาล

ทฤษฎบีท 6.3.1 ถ้า f และ g เปน็ฟงักชั์นทีส่ามารถหาคา่อนพัุนธ์ได้บนเซต N∗(a, δ) สำหรับบาง
จำนวนจรงิ δ > 0 และให้ g′(x) ̸= 0 สำหรับทกุๆ x ∈ N∗(a, δ) โดยที่ limx→a f(x) = 0

limx→a g(x) = 0 และ limx→a

(
f ′(x)
g′(x)

)
หาคา่ได้ แล้ว limx→a

(
f(x)
g(x)

)
จะหาคา่ได้ และ

lim
x→a

(
f(x)

g(x)

)
= lim

x→a

(
f ′(x)

g′(x)

)
การพิสจูน์ จะนยิามฟงักชั์น F และ G ดังตอ่ไปนี้

F (x) =

f(x) ถ้า x ̸= a

0 ถ้า x = a

และ

G(x) =

g(x) ถ้า x ̸= a

0 ถ้า x = a

เน ือ่งจาก f และ g เปน็ฟงักชั์นทีห่าคา่อนพัุนธไ์ด้บนเซต N∗(a, δ) สำหรับบางจำนวนจรงิ δ > 0 ดัง
น้ัน f และ g เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งบน N∗(a, δ) และเนือ่งจาก limx→a f(x) = limx→a g(x) = 0

และ f(a) = 0 = g(a) ทำให้ได้วา่ F และ G เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งบนเซต N(a.δ)

ถ้า a < x < a + δ โดยที่ F และ G เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งบนชว่ง [a, x] และหาอนพัุนธไ์ด้
บนชว่ง (a, x) โดยทฤษฎบีท 6.2.6 จะได้วา่ จะมี tx ∈ (a, x) ซึง่ทำให้

(F (x)− F (a))G′(tx) = (G(x)−G(a))F ′(tx)

นัน่คอื F (x)G′(tx) − F (a)G′(tx) = G(x)F ′(tx) − G(a)F ′(tx) เน ือ่งจาก F (a) = 0 และ
G(a) = 0 ดังน้ัน

F (x)G′(tx) = G(x)F ′(tx)

จงึได้วา่
F (x)

G(x)
=

F ′(tx)

G′(tx)

และเนือ่งจาก G(a) = 0 จะได้วา่ G(x) ̸= 0 เพราะวา่ถ้า G(x) = 0 = G(a) แล้วโดยทฤษฎบีท
6.2.3 สำหรับฟงักชั์น G บนชว่ง [a, x] จะมจีดุ c ∈ (a, x) ทีท่ำให้ G′(c) = 0 ซึง่ทำให้ขัดแย้งกับ
สมมตฐิานทีว่า่ G′(x) = g′(x) ̸= 0 สำหรับทกุๆ x ∈ N∗(a, δ) ดังน้ัน

f(x)

g(x)
=

F (x)

G(x)
=

F ′(tx)

G′(tx)
=

f ′(tx)

g′(tx)
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ในทำนองเดยีวกัน ถ้า a− δ < x < a แล้วจะมี tx ∈ (x, a) ซึง่ทำให้
f(x)

g(x)
=

F (x)

G(x)
=

F ′(tx)

G′(tx)
=

f ′(tx)

g′(tx)

จะเหน็วา่ ถ้า x → a แล้ว tx → a ด้วย และเนือ่งจาก limx→a
f ′(x)
g′(x)

หาคา่ได้ ดังน้ัน

lim
x→a

f(x)

g(x)
= lim

tx→a

f ′(tx)

g′(tx)
= lim

x→a

f ′(x)

g′(x)

ตอ่ไปเปน็ตัวอยา่งของทฤษฎบีท 6.3.1

ตัวอยา่ง 6.3.1 จงพสิจูนว์า่ limx→0
x+sin 2x
x−sin 2x

= −3

วิธีทำ เน ือ่งจาก limx→0(x+ sin 2x) = 0 และ limx→0(x− sin 2x) = 0

และพจิารณา d
dx
(x+ sin 2x) = 1 + 2 cos 2x และ d

dx
(x− sin 2x) = 1− 2 cos 2x

ดังน้ันโดยทฤษฎบีท 6.3.1 จะได้วา่

lim
x→0

x+ sin 2x

x− sin 2x
= lim

x→0

1 + 2 cos 2x
1− 2 cos 2x

=
1 + 2(1)

1− 2(1)

=
3

−1
= −3

ทฤษฎบีท 6.3.2 กำหนดให้ f และ g เปน็ฟงักชั์นทีห่าอนพัุนธไ์ด้บนชว่ง (b,∞) และ limx→∞ f(x) =

limx→∞ g(x) = ∞ และ g′(x) ̸= 0 สำหรับทกุๆ x ∈ (b,∞) ถ้า limx→∞

(
f ′(x)
g′(x)

)
หาคา่ได้ แล้ว

limx→∞

(
f(x)
g(x)

)
จะหาคา่ได้และ

lim
x→∞

(
f(x)

g(x)

)
= lim

x→∞

(
f ′(x)

g′(x)

)
การพิสจูน์ กำหนดให้ limx→∞

(
f ′(x)
g′(x)

)
= L สำหรับบาง L ∈ R และให้จำนวนจรงิ ϵ > 0 จะได้วา่

จะมจีำนวนจรงิบวก N1 > b ซึง่ทำให้ ∣∣∣∣f ′(x)

g′(x)
− L

∣∣∣∣ < ϵ

2

สำหรับทกุๆ x > N1 เน ือ่งจาก limx→∞ f(x) = limx→∞ g(x) = ∞ จะได้วา่ จะมจีำนวนจรงิบวก
N2 > N1 ทีท่ำให้

f(x) > 0 และ g(x) > 0
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สำหรับทกุๆ x > N2 และจะเหน็วา่ จะมจีำนวนจรงิบวก N3 > N2 ทีท่ำให้

f(x) > f(N2) และ g(x) > g(N2)

สำหรับทกุๆ x > N3 จากกำหนดให้ f และ g เปน็ฟงักชั์นทีห่าอนพัุนธไ์ด้บนชว่ง (b,∞) จะได้วา่ท้ัง
f และ g เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งบนชว่ง [N2, x] และหาอนพัุนธ์ได้บนชว่ง (N2, x) โดยทฤษฎบีท 6.2.6
(ทฤษฎบีทคา่มัชฌมิของโคช)ี จะได้วา่จะมจีดุ c ∈ (N2, x) ซึง่ทำให้

f ′(c)

g′(c)
=

f(x)− f(N2)

g(x)− g(N2)

=
f(x)

g(x)
·

(
1− f(N2)

f(x)

)
(
1− g(N2)

g(x)

)
ดังน้ัน สำหรับทกุๆ x > N3 จงึได้วา่

f(x)

g(x)
=

f ′(c)

g′(c)
· F (x)

เม ือ่ F (x) =
1− g(N2)

g(x)

1− f(N2)
f(x)

เน ือ่งจาก limx→∞ f(x) = limx→∞ g(x) = ∞ จะได้วา่ limx→∞ F (x) = 1

ตอ่ไปจะแสดงวา่ limx→∞

[
f(x)
g(x)

]
= L สำหรับทกุๆ x > N3 จะเหน็วา่∣∣∣∣f(x)g(x)

− L

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣f ′(c)

g′(c)
· F (x)− L

∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣f ′(c)

g′(c)
· F (x)− f ′(c)

g′(c)

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣f ′(c)

g′(c)
− L

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣f ′(c)

g′(c)

∣∣∣∣ |F (x)− 1|+
∣∣∣∣f ′(c)

g′(c)
− L

∣∣∣∣
เน ือ่งจาก c > N2 > N1 จงึได้วา่∣∣∣∣∣∣∣∣f ′(c)

g′(c)

∣∣∣∣− |L|
∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣f ′(c)

g′(c)
− L

∣∣∣∣ < ϵ

2

จงึได้วา่ ∣∣∣∣f ′(c)

g′(c)

∣∣∣∣− |L| < ϵ

2

ดังน้ัน ∣∣∣∣f ′(c)

g′(c)

∣∣∣∣ < |L|+ ϵ

2

และเนือ่งจาก limx→∞ F (x) = 1 จงึได้วา่ จะมจีำนวนจรงิบวก N4 > N3 ซึง่ทำให้

|F (x)− 1| < ϵ

2(|L|+ ϵ
2
)
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สำหรับทกุๆ x > N4 ดังน้ัน ถ้า x > N4 แล้ว∣∣∣∣f(x)g(x)
− L

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣f ′(c)

g′(c)

∣∣∣∣ |F (x)− 1|+
∣∣∣∣f ′(c)

g′(c)
− L

∣∣∣∣
<

(
|L|+ ϵ

2

)( ϵ

2(|L|+ ϵ
2
)

)
+

ϵ

2
= ϵ

จงึสรปุได้วา่ limx→∞
f(x)
g(x)

= L และจาก limx→∞

(
f ′(x)
g′(x)

)
= L ดังน้ัน

lim
x→∞

(
f(x)

g(x)

)
= lim

x→∞

(
f ′(x)

g′(x)

)

ตอ่ไปเปน็ตัวอยา่งของทฤษฎบีท 6.3.2

ตัวอยา่ง 6.3.2 จงพสิจูนว์า่ limx→∞
ln 2x
3x

= 0 สำหรับ x > 0

วิธีทำ เน ือ่งจาก limx→∞ ln 2x = ∞ และ limx→∞ 3x = ∞ เม ือ่ x > 0

และจะเหน็วา่ d
dx
(ln 2x) = 1

x
และ d

dx
(3x) = 3 ดังน้ัน โดยทฤษฎบีท 6.3.2 จะได้วา่

lim
x→∞

ln 2x

3x
= lim

x→∞

1
x

3

= lim
x→∞

1

3x
= 0

ทฤษฎบีท 6.3.3 กำหนดให้ f และ g เปน็ฟงักชั์นทีห่าอนพัุนธไ์ด้บนชว่ง (a, a+δ) สำหรับบางจำนวน-
จรงิ δ > 0 และ g′(x) ̸= 0 สำหรับทกุๆ x ∈ (a, a+ δ) ถ้า limx→a+ f(x) = limx→a+ g(x) = ∞
และ limx→a+

(
f ′(x)
g′(x)

)
= L แล้ว

lim
x→a+

(
f(x)

g(x)

)
= L

การพิสจูน์ กำหนดให้ limx→a+ f(x) = limx→a+ g(x) = ∞ และ limx→a+

(
f ′(x)
g′(x)

)
= L และถ้า

กำหนดให้ x = a+ 1
u
หรอื u = 1

x−a
จะได้วา่

lim
x→a+

f(x) = lim
u→∞

f(a+
1

u
) = ∞

และ
lim
x→a+

g(x) = lim
u→∞

g(a+
1

u
) = ∞
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โดยทฤษฎบีท 6.3.2 และโดยทฤษฎบีท 6.1.4 จะได้วา่

lim
x→a+

(
f(x)

g(x)

)
= lim

u→∞

f(a+ 1
u
)

g(a+ 1
u
)

= lim
u→∞

f ′(a+ 1
u
)(− 1

u2 )

g′(a+ 1
u
)(− 1

u2 )

= lim
u→∞

f ′(a+ 1
u
)

g′(a+ 1
u
)

= lim
x→a+

f ′(x)

g′(x)

= L

จากทฤษฎบีทข้างต้น จงึทำให้ได้รับบทแทรกตอ่ไปนี้

บทแทรก 6.3.1 กำหนดให้ f และ g เปน็ฟงักชั์นทีห่าอนพัุนธไ์ด้บนชว่ง (a−δ, a) สำหรับบางจำนวน-
จรงิ δ > 0 และ g′(x) ̸= 0 สำหรับทกุๆ x ∈ (a−δ, a) ถ้า limx→a− f(x) = limx→a− g(x) = −∞
และ limx→a−

(
f ′(x)
g′(x)

)
= L แล้ว

lim
x→a−

(
f(x)

g(x)

)
= L

การพิสจูน์ แบบฝกึหัด

นอกจากรปูแบบยังไมก่ำหนดทีไ่ด้กลา่วมาแล้วน้ัน ยังมรีปูแบบไมก่ำหนดอืน่ๆ อกีดังจะกลา่ว
ถงึและยกตัวอยา่งดังตอ่ไปนี้

รปูแบบยังไมก่ำหนด 0 · ∞ และ ∞−∞
การหาลมิติของฟงักชั์นซึง่อย ูใ่นรปูน ี้จะสามารถหาได้โดยการจัดให้อย ูใ่นรปู 0

0
หรอื ∞

∞ แล้วจงึใช้หลัก
เกณฑโ์ลปติาล ยกตัวอยา่งเชน่

ถ้า limx→a f(x) = 0 และ limx→a g(x) = ∞ ซึง่ limx→a f(x) · g(x) = 0 ·∞ แล้วจัด
ให้ f(x) · g(x) = f(x)

1
g(x)

เพ ือ่ให้อย ูใ่นรปูแบบ 0
0
หรอื ∞

∞ แล้วใช้กฎโลปติาลพจิารณาตอ่ไป

ถ้า limx→a f(x) = ∞ และ limx→a g(x) = ∞ ซึง่ limx→a f(x) − g(x) = ∞−∞
แล้วจัดให้ f(x) − g(x) =

1
g(x)

− 1
f(x)

1
f(x)g(x)

เพ ือ่ให้อย ูใ่นรปูแบบ 0
0
หรอื ∞

∞ แล้วใช้กฎโลปติาลพจิารณาตอ่
ไปเชน่กัน
ตัวอยา่ง 6.3.3 กำหนดให้ f(x) = (2− 2x) tan

(
π
2
x
) จงแสดงวา่ limx→1 f(x) =

4
π

วิธีทำ เน ือ่งจาก limx→1 f(x) = limx→1(2 − 2x) tan
(
π
2
x
)
= 0 · ∞ ดังน้ันจงึจะจัดรปูแบบใหม่

เปน็
f(x) =

(2− 2x)
1

tan(π
2
x)

=
(2− 2x)

cot(π
2
x)
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ซึง่จะเหน็วา่ limx→1
(2−2x)
cot(π

2
x)

= 0
0
ดังน้ันจงึจะใช้หลักเกณฑโ์ลปติาล จะได้วา่

lim
x→1

f(x) = lim
x→1

(2− 2x)

cot(π
2
x)

= lim
x→1

−2

−π
2

csc2(π
2
x)

=
2
π
2

=
4

π

รปูแบบยังไมก่ำหนด 00, 1∞ และ ∞0

ถ้า limx→a f(x) = 0 และ limx→a g(x) = 0 ซึง่ limx→a f(x)
g(x) = 00 พจิารณา

lim
x→a

f(x)g(x) = lim
x→a

eln[f(x)g(x)]

= lim
x→a

eg(x) ln f(x)

= elimx→a g(x) ln f(x)

ดังน้ันจงึจะพจิารณา limx→a g(x) ln f(x) โดยจะเหน็วา่ limx→a g(x) ln f(x) = 0 · ∞ จงึนำกลับ
ไปใช้รปูแบบยังไมก่ำหนด 0 · ∞ พจิารณาเปน็ลำดับตอ่ไป

ถ้า limx→a f(x) = 1 และ limx→a g(x) = ∞ ซึง่ limx→a f(x)
g(x) = 1∞ จาก

ข้างต้น limx→a f(x)
g(x) = elimx→a g(x) ln f(x) จงึจะพจิารณา limx→a g(x) ln f(x) โดยจะเหน็วา่

limx→a g(x) ln f(x) = 0 · ∞ จงึนำกลับไปใช้รปูแบบยังไมก่ำหนด 0 · ∞ พจิารณาเปน็ลำดับตอ่ไป

และถ้า limx→a f(x) = ∞ และ limx→a g(x) = 0 ซึง่ limx→a f(x)
g(x) = ∞0 จาก

ข้างต้น limx→a f(x)
g(x) = elimx→a g(x) ln f(x) จงึจะพจิารณา limx→a g(x) ln f(x) โดยจะเหน็วา่

limx→a g(x) ln f(x) = 0 · ∞ จงึนำกลับไปใช้รปูแบบยังไมก่ำหนด 0 · ∞ พจิารณาเปน็ลำดับตอ่ไป
เชน่กัน ดังจะแสดงตัวอยา่งตอ่ไปนี้

ตัวอยา่ง 6.3.4 จงแสดงวา่ limx→0(2x)
x = 1

วิธีทำ เน ือ่งจาก

lim
x→0

(2x)x = 00
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จะได้วา่

lim
x→0

(2x)x = elimx→0 x ln(2x)

= e
limx→0

ln(2x)
1
x

= e
limx→0

1
x

− 1
x2

= elimx→0(−x)

= e0

= 1

6.4 อนพัุนธอั์นดับสงู
จากที่ได้กลา่วมาข้างต้นของหัวข้อนี้ ได้กลา่วถงึการหาอนพัุนธ์เพยีงช้ันเดยีวหรอืการหา

อนพัุนธ์เพยีงคร้ังเดยีว โดยจะเรยีกวา่ อนพัุนธ์อันดับหนึง่ (first derivative) แตใ่นการหาอนพัุนธ์น้ัน
สามารถหาอนพัุนธ์ได้มากกวา่หนึง่คร้ัง ดังน้ันในหัวข้อนี้ จะกลา่วถงึการหาอนพัุนธ์ท ีม่ากกวา่หนึง่คร้ัง
หรอืทีเ่รยีกวา่อนพัุนธอั์นดับสงู (derivative of higher order) ดังจะกลา่วถงึในบทนยิามตอ่ไปนี้ นอก-
จากนี้ ในหัวข้อนี้ ยังได้กลา่วถงึทฤษฎบีททีส่ำคัญทีเ่ก ีย่วข้องกับอนพัุนธ์อันดับสงู นัน่คอื ทฤษฎบีทของ
เทยเ์ลอร์ (Taylor's theorem) โดยได้แสดงบทพสิจูนไ์ว้ในหัวข้อนี้ด้วย

บทนยิาม 6.4.1 ถ้า f สามารถหาอนพัุนธไ์ด้บนชว่ง I เม ือ่ I ⊆ R และถ้า f ′ สามารถหาอนพัุนธข์อง
ตัวมันเองได้ จะเขยีนแทนอนพัุนธข์อง f ′ ด้วย f ′′ และจะเรยีก f ′′ วา่อนพัุนธ์อันดับท่ีสองของ f (the
second derivative of f ) ถ้าดำเนนิการเชน่นี้ไปเร ือ่ยๆ จะได้รับฟงักชั์น

f, f ′, f ′′, f (3), f (4), . . . , f (n)

ซึง่แตล่ะฟงักชั์นดำเนนิการตามกระบวนการข้างต้น แล้ว f (n) จะถกูเรยีกวา่ อนพัุนธ์อันดับท่ี n (the
nth derivative หรือ the derivative of order n of f )

ตอ่ไปจะแสดงบทพสิจูนข์องทฤษฎีบทของเทย์เลอร์ (Taylor's Theorem)

ทฤษฎบีท 6.4.1 สมมตใิห้ f เปน็ฟงักชั์นคา่จรงิบน [a, b] และ n เปน็จำนวนเตม็บวก ซึง่ f (n−1) เปน็
ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งบน [a, b] และ f (n)(t) หาคา่ได้ สำหรับทกุๆ t ∈ (a, b) ถ้าให้ α, β เปน็จดุทีแ่ตกตา่ง
กันบน [a, b] และนยิาม

p(t) =
n−1∑
k=0

f (k)(α)

k!
(t− α)k (6.3)

แล้วจะมจีดุ x ทีอ่ย ูร่ะหวา่ง α และ β ซึง่ทำให้

f(β) = p(β) +
f (n)(x)

n!
(β − α)n (6.4)
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การพิสจูน์ กำหนดให้ M เปน็จำนวนจรงิใดๆ ซึง่นยิามโดย

g(t) = f(t)− p(t)−M(t− α)n (6.5)

เม ือ่ a ≤ t ≤ b โดย (6.3) และ (6.5) ทำให้ได้วา่

g(t)

= f(t)−
n−1∑
k=0

f (k)(α)

k!
(t− α)k −M(t− α)n

= f(t)−
(
f 0(α)

0!
(t− α)0 +

f ′(α)

1!
(t− α) + . . .+

f (n−1)(α)

(n− 1)!
(t− α)(n−1) +M(t− α)n

)
จงึทำให้ได้วา่

g(n)(t) = f (n)(t)− n!M (6.6)

เม ือ่ a < t < b

ตอ่ไปจะแสดงวา่ g(n)(x) = 0 สำหรับบาง x ทีอ่ย ูร่ะหวา่ง α และ β

เน ือ่งจาก p(k)(α) = f (k)(α) สำหรับ k = 0, 1, . . . , n− 1 ทำให้ได้วา่

g(α) = g′(α) = g′′(α) = . . . = g(n−1)(α) = 0

ถ้าเลอืก M ทีท่ำให้ g(β) = 0 ดังน้ัน โดยทฤษฎบีท 6.2.3 และทฤษฎบีท 6.2.4 จะได้วา่ จะมี x1 อยู่
ระหวา่ง α และ β ซึง่ทำให้

g′(x1) = 0

และเนือ่งจาก g′(α) = 0 ในทำนองเดยีวกัน จะมี x2 อยูร่ะหวา่ง α และ x1 ซึง่ทำให้

g′′(x2) = 0

ทำเชน่นี้ไปเร ือ่ยๆ จะได้วา่ จะมี xn อยูร่ะหวา่ง α และ xn−1 ทีท่ำให้

g(n)(xn) = 0

นัน่คอื จะมี x อยูร่ะหวา่ง α และ β ทีท่ำให้ g(n)(x) = 0 ดังน้ันโดย (6.6) จะได้วา่ จะมี x ทีท่ำให้
f (n)(x) = n!M นัน่คอื

f (n)(x)

n!
= M

ดังน้ัน จาก (6.5) จะได้วา่ 0 = g(β) = f(β)− p(β)−M(β − α)n นัน่คอื

f(β) = p(β) +
f (n)(x)

n!
(β − α)n

หมายเหตุ จากทฤษฎบีทข้างต้น สำหรับ n = 1 ทฤษฎบีทนี้จะคอื ทฤษฎบีทคา่มัชฌมิ ในกรณทัีว่ไป
ทฤษฎบีทนี้ แสดงให้เหน็วา่ f สามารถประมาณคา่โดยพหนุามของดกีร ี n − 1 และ (6.4) ทำให้ได้คา่
ความคลาดเคลือ่น (error) ถ้าหากร ู้วา่ |f (n)(x)| มขีอบเขต
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ตัวอยา่ง 6.4.1 จงใช้ทฤษฎบีทของเทย์เลอร์พสิจูน์วา่ สำหรับทกุๆ k ∈ N และสำหรับทกุๆ x > 0

จะได้วา่

x− 1

2
x2 + . . .− 1

2k
x2k < log(1 + x) < x− 1

2
x2 + . . .+

1

2k + 1
x2k+1

วิธีทำ โดยทฤษฎบีทของเทยเ์ลอร์ จะได้วา่จะมี c ∈ (0, x) ซึง่ทำให้

log(1 + x) = x− 1

2
x2 + . . .+

(−1)n−1

n
xn +

(−1)n

n+ 1

xn+1

(1 + c)n+1

จะเหน็วา่ สำหรับ x > 0 แล้วถ้า n = 2k แล้ว (−1)n

n+1
xn+1

(1+c)n+1 > 0 แตถ้่า n = 2k + 1 แล้ว
(−1)n

n+1
xn+1

(1+c)n+1 < 0 จงึทำให้ได้วา่

x− 1

2
x2 + . . .− 1

2k
x2k < log(1 + x) < x− 1

2
x2 + . . .+

1

2k + 1
x2k+1

นอกจากนี้ทฤษฎบีทของเทย์เลอร์ยังได้ถกูนำไปใช้ในการคำนวณคา่ผดิพลาด (error value)
ได้อกีด้วยโดยศกึษาเพิม่เตมิได้จากเร ือ่งของอนกุรมกำลัง

6.5 บทสรปุ
สิง่ท ีไ่ด้กลา่วมาท้ังหมดในหัวข้อนี้ ได้กลา่วถงึบทนยิามของฟงักชั์นทีห่าอนพัุนธ์ได้ และคณุ-

สมบัติตา่งๆของฟงักชั์นทีห่าอนพัุนธ์ได้ ซึง่ถกูนำไปใช้เปน็เคร ือ่งมอืในทางคณติศาสตร์ด้านแคลคลัูส
อย ูเ่สมอ แตเ่ม ือ่มคีวามร ู้ เร ือ่งของลมิติ คา่ลมิติทางซ้ายและทางขวา จงึทำให้ในบทนี้ ได้นำความร ู้ ดัง
กลา่วมากลา่วถงึ ฟงักชั์นทีห่าอนพัุนธ์ได้ทางซ้ายและทางขวา และมกีารพสิจูน์ทฤษฎบีททีเ่ก ีย่วข้องกับ
อนพัุนธ์ทางซ้ายและทางขวาด้วย จากน้ันได้มกีารพสิจูน์ทฤษฎบีททีส่ำคัญของฟงักชั์นทีห่าอนพัุนธ์ได้
ยกตัวอยา่งเชน่ กฎลกูโซ ่ (ทฤษฎบีท 6.1.4) ทฤษฎบีทของโรลล์ (ทฤษฎบีท 6.2.3) ทฤษฎบีทคา่มัชฌมิ
(ทฤษฎบีท 6.2.4) และทฤษฎบีทคา่มัชฌมิโคชี (ทฤษฎบีท 6.2.6) ซึง่มคีวามเก ีย่วข้องกับคา่สงูสดุและ
ตำ่สดุเฉพาะทีแ่ละคา่สงูสดุและตำ่สดุสัมพัทธ์ซึง่เราได้กลา่วถงึไว้ในทีน่ ี้ ด้วย จากน้ันอกีหนึง่หลักเกณฑ์
สำคัญของอนพัุนธ์ท ีไ่ด้กลา่วถงึ คอื หลักเกณฑ์โลปติาล ซึง่ได้นำความร ู้ เร ือ่งอนพัุนธ์ไปใช้พจิารณาคา่
ลมิติของฟงักชั์นในรปูแบบไมก่ำหนด เชน่ 0

0
, ∞∞ ,∞ − ∞, 0∞ เปน็ต้น โดยในสว่นนี้ ได้กลา่วถงึบท

พสิจูน์ของการได้มาของหลักเกณฑ์โลปติาลตา่งๆไว้ และสว่นสดุท้ายของบทยังได้กลา่วถงึอนพัุนธ์อัน-
ดับสงูและการพสิจูน์ท ีส่ำคัญของอนพัุนธ์อันดับสงูอกีหนึง่ทฤษฎบีทไว้ นัน่คอื ทฤษฎบีทของเทย์เลอร์
(ทฤษฎบีท 6.4.1)
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แบบฝกึหัดท้ายบท
1. จงพสิจูนบ์ทแทรก 6.1.1

2. จงพสิจูนท์ฤษฎบีท 6.1.2 ข้อ 1. และ 2.

3. กำหนดให้ f(x) = mx+ b เม ือ่ m และ b เปน็จำนวนจรงิคงตัวใดๆ จงพสิจูนว์า่ f เปน็ฟงักชั์น
ทีห่าอนพัุนธไ์ด้ท ีท่กุๆ จดุ x ∈ R และ f ′(x) = m

4. จงพสิจูน์ทฤษฎบีท 6.2.6 (ทฤษฎบีทของคา่มัชฌมิของโคช)ี (ข้อเสนอแนะ: ประยกุต์ใช้ทฤษ-
ฎบีทของโรลลส์ำหรับฟงักชั์น h(x) = f(x)[g(b)− g(a)]− g(x)[f(b)− f(a)])

5. จงพสิจูน์วา่ ถ้า f เปน็ฟงักชั์นทีห่าอนพัุนธ์ได้บนชว่ง (a, b) และ f ′(x) ≤ 0 สำหรับทกุๆ
x ∈ (a, b) แล้ว f เปน็ฟงักชั์นลดทางเดยีวบนชว่ง (a, b)

6. กำหนดให้ f เปน็ฟงักชั์นทีห่าอนพัุนธไ์ด้บนชว่ง I และ f ′ มขีอบเขตบนชว่ง I จงพสิจูนว์า่ จะมี
จำนวนจรงิ M > 0 ซึง่ทำให้

|f(x1)− f(x2)| ≤ M |x1 − x2|

สำหรับทกุๆ x1, x2 ∈ I (หมายเหตุ นัน่คอืสอดคล้องเง ือ่นไขลปิชติซ)์

7. จงพสิจูนบ์ทแแทรก 6.3.1

8. จงพสิจูนว์า่ ถ้า limx→−∞ f(x) = limx→−∞ g(x) = ∞ และ limx→−∞

[
f ′(x)
g′(x)

]
= L แล้ว

limx→−∞

[
f(x)
g(x)

]
= L
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ในทางคณติศาสตรก์ารหาพื้นทีใ่ต้เส้นโค้ง เปน็เร ือ่งหนึง่ท ีส่ำคัญและถกูศกึษาอย ูเ่สมอ อกีท้ัง
ยังถกูนำไปประยกุต์ใช้ในหลากหลายสาขา แตก่ไ็มใ่ชเ่ร ือ่งงา่ยในการทีจ่ะหาพื้นทีใ่ต้เส้นโค้งของฟงักชั์น
โดยทัว่ไป เพราะอาจจะยากในการทีจ่ะหาคา่ดังกลา่ว ยกตัวอยา่งเชน่ ฟงักชั์นทีร่ ู้จักกันดี นัน่กค็อื ฟงัก-์
ชัน x2 ซึง่เปน็ฟงักชั์นพาราโบลา แตก่ารหาพื้นทีใ่ต้เส้นโค้งดังกลา่วน้ันจะมวีธิหีาและพจิารณาอยา่งไรที่
จะให้ได้คา่ท ีถ่กูต้องและแมน่ยำทีส่ดุ โดยสิง่ท ีมั่กจะถกูนำไปใช้อย ูเ่สมอกค็อื ปรพัินธ์ (integral) นัน่เอง
ซึง่มักจะถกูนำไปใช้ในด้านคณติศาสตร์และนำไปประยกุต์ใช้ด้านตา่งๆ เชน่ วศิวกรรม เศรษฐศาสตร์
การเงนิและฟสิกิส์ เปน็ต้น ดังน้ันด้วยความสำคัญดังกลา่ว จงึเปน็ส ิง่ท ีผ่ ู้ เรยีนทางด้านคณติศาสตร์ควร
ต้องร ู้จักในเร ือ่งน ี้ ด้วยเหตนุ ี้ ในบทนี้ จงึจะมาศกึษาในเร ือ่งของปรพัินธ์รมัีนน์ โดยจะเร ิม่ต้ังแตก่ารให้
บทนยิามของปรพัินธ์รมัีนน์ ซึง่กอ่นทีจ่ะได้รับบทนยิามนี้ ต้องกลา่วถงึ ผลบวกบนและผลบวกลา่งกอ่น
ตอ่จากน้ันจงึได้ยกตัวอยา่งประกอบการพจิารณาการหาปรพัินธไ์ด้ของฟงักชั์นทีก่ำหนดมาให้โดยใช้บท
นยิามของการหาปรพัินธไ์ด้ จากน้ันจงึได้นำเสนอคณุสมบัตทิ ีค่วรร ู้จักของปรพัินธร์มัีนนพ์ร้อมบทพสิจูน์
และตัวอยา่งประกอบทฤษฎบีทดังกลา่ว และในสว่นสดุท้ายของบทนี้ เปน็สว่นหนึง่ท ีส่ำคัญทีผ่ ู้เรยีนควร
ต้องร ู้จักในเร ือ่งของปรพัินธ์ นัน่กค็อื ทฤษฎบีททีส่ำคัญของปรพัินธ์ ได้แก ่ ทฤษฎบีทหลักมลูของแคลค-ู
ลัส โดยในสว่นนี้ เราได้กลา่วถงึทฤษฎบีทหลักมลูของแคลคลัูส 1 และทฤษฎบีทหลักมลูของแคลคลัูส 2
รวมถงึทฤษฎบีทคา่มัชฌมิสำหรับปรพัินธ์ โดยความสำคัญของทฤษฎบีทหลักมลู กค็อื การหาคา่ของปริ
พันธแ์บบจำกัดเขตนัน่เอง โดยมักจะถกูนำไปใช้ในรปูแบบ ∫ b

a
f = F (b)−F (a) เม ือ่ f = F ′ และยิง่

ไปกวา่น้ัน ยังได้นำเสนอทฤษฎบีทของเทคนคิวธิที ีไ่ด้ถกูนำไปประยกุต์ใช้ในการหาปรพัินธ์ในแคลคลัูส
นัน่คอื สตูรการหาปรพัินธ์โดยแยกสว่น พร้อมท้ังแสดงบทพสิจูน์ของทฤษฎบีททีส่ำคัญทีก่ลา่วมาแล้ว
ข้างต้นนี้ด้วย

7.1 ปรพัินธร์มัีนน์
ในหัวข้อนี้ จะเร ิม่ ต้นด้วยการแนะนำเซตผลแบง่ ก้ัน ตอ่จากน้ันจงึให้บทนยิามของคำวา่

ผลบวกบน (upper sum) และผลบวกลา่ง (lower sum) เพือ่นำไปส ูก่ารนยิามคำวา่ ปรพัินธ์รมัีนน์
(Riemann integral) ซึง่เปน็หัวใจสำคัญของบทนี้ ตอ่จากน้ันจงึได้แสดงบทพสิจูน์ของทฤษฎบีทตา่งๆ
ทีเ่ก ีย่วข้องกับปรพัินธร์มัีนน์ พร้อมยกตัวอยา่งประกอบ

บทนยิาม 7.1.1 กำหนดให้ [a, b] เปน็ชว่งปดิทีม่ขีอบเขตบนR และจะเรยีกเซตจำกัด P = {x0, x1, . . . , xn}
ซึง่ม ี

a = x0 < x1 < x2 < . . . < xn = b

วา่ผลแบ่งก้ัน (partition) ของ [a, b]



162 บทที่ 7 การหาปรพัินธ์

หมายเหตุ ถ้า P และ Q เปน็ผลแบง่ก้ันของ [a, b] ซึง่ P ⊆ Q แล้วจะกลา่ววา่ Q เปน็ผลแบ่งก้ัน
ละเอียดข้ึน (refinement partition) ของ P

บทนยิาม 7.1.2 กำหนดให้ f เปน็ฟงักชั์นทีม่ขีอบเขตบนชว่งปดิ [a, b] และ P = {x0, x1, . . . , xn}
เปน็ผลแบง่ก้ันของ [a, b] สำหรับแตล่ะ i = 1, 2, 3, . . . , n และกำหนดให้

Mi(f) = sup{f(x)|x ∈ [xi−1, xi]}

และ mi(f) = inf{f(x)|x ∈ [xi−1, xi]}

เม ือ่พจิารณาคา่ดังกลา่วเพยีงฟงักชั์นใดฟงักชั์นหนึง่เพยีงฟงักชั์นเดยีว จะสามารถเขยีนแทนด้วย Mi

และ mi ได้ตามลำดับ และจะนยิาม ผลบวกบน (upper sum) ของ f ซึง่เทยีบกับผลแบง่ก้ัน P ทีม่คีา่
เปน็จำนวนจรงิด้วย

U(P, f) =
n∑

i=1

Mi∆xi

และนยิามผลบวกล่าง (lower sum) ของ f ซึง่เทยีบกับผลแบง่ก้ัน P ทีม่คีา่เปน็จำนวนจรงิด้วย

L(P, f) =
n∑

i=1

mi∆xi

เม ือ่ ∆xi = xi − xi−1 สำหรับ i = 1, 2, 3, . . . , n ดังรปู 7.1

รปูที่ 7.1: L(P, f) และ U(P, f)

ถ้าหากสมมตใิห้ f เปน็ฟงักชั์นทีม่ขีอบเขตบนชว่งปดิ [a, b] แล้ว จะได้วา่จะมจีำนวนจรงิ m
และ M ซึง่ทำให้ m ≤ f(x) ≤ M สำหรับทกุๆ x ∈ [a, b] เพราะฉะน้ันสำหรับแตล่ะผลแบง่ก้ัน P

ใดๆ ของ [a, b] จะได้วา่

m(b− a) ≤ L(P, f) ≤ U(P, f) ≤ M(b− a)

นี้แสดงให้เหน็วา่ เซตของผลบวกบนและผลบวกลา่งสำหรับ f เปน็เซตทีม่ขีอบเขต ดังน้ัน จะสามารถ
หาคา่ของปรพัินธ์บนและปรพัินธ์ลา่งของ f บน [a, b] ได้ ดังบทนยิามของปรพัินธ์บนและปรพัินธ์ลา่ง
ของ f ดังตอ่ไปนี้



7.1 ปรพัินธร์มัีนน์ 163

บทนยิาม 7.1.3 กำหนดให้ f เปน็ฟงักชั์นทีม่ขีอบเขตบนชว่งปดิ [a, b] ดังน้ัน จะเรยีกจำนวนจรงิ

U(f) = inf{U(P, f)|P เปน็ผลแบง่ก้ันของ [a, b]}

วา่ ปริพันธ์บน (upper integral) ของ f บน [a, b] และจะเรยีกจำนวนจรงิ

L(f) = sup{L(P, f)|P เปน็ผลแบง่ก้ันของ [a, b]}

วา่ ปริพันธ์ล่าง (lower integral) ของ f บน [a, b] และถ้าหากปรพัินธบ์นและปรพัินธล์า่งของ f บน
[a, b] มคีา่เทา่กันแล้ว และจะกลา่ววา่ f หาปริพันธ์รีมันน์ (Riemann integral) ได้บน [a, b] เขยีน
แทนด้วย ∫ b

a
f และจะเรยีกส้ันๆ วา่ ปริพันธ์ (integral) แทนการเรยีกวา่ ปริพันธ์รีมันน์

ตอ่ไปจะเร ิม่กลา่วถงึทฤษฎบีทของปริพันธ์ โดยจะเร ิม่จากการพสิจูน์ความสัมพันธ์ของผล
บวกบนและผลบวกลา่งของผลแบง่ก้ันและผลแบง่ก้ันละเอยีด ดังทฤษฎบีทตอ่ไปนี้

ทฤษฎบีท 7.1.1 กำหนดให้ f เปน็ฟงักชั์นทีม่ขีอบเขตชว่งปดิ [a, b] ถ้า P และ Q เปน็ผลแบง่ก้ันของ
[a, b] และ Q เปน็ผลแบง่ก้ันละเอยีดขึ้นของ P แล้ว

L(P, f) ≤ L(Q, f) ≤ U(Q, f) ≤ U(P, f)

การพิสจูน์ กำหนดให้ P และ Q เปน็ผลแบง่ก้ันของ [a, b] และ Q เปน็ผลแบง่ก้ันละเอยีดขึ้นของ P
โดยบทนยิาม 7.1.2 จะเหน็วา่ L(Q, f) ≤ U(Q, f)

ตอ่ไปจะแสดงวา่ L(P, f) ≤ L(Q, f)

สมมตใิห้ P = {x0, x1, . . . , xn} และให้ P ∗ เปน็ผลแบง่ก้ันของ [a, b] โดยเปน็ผลแบง่ก้ันละเอยีดขึ้น
ของ P ทีม่จีดุมากกวา่จดุใน P เพยีงจดุเดยีว กำหนดให้เปน็ x∗ โดยที่ xk−1 < x∗ < xk สำหรับบาง
k = 1, . . . , n ถ้า

t1 = inf{f(x)|x ∈ [xk−1, x
∗]} และ t2 = inf{f(x)|x ∈ [x∗, xk]}

แล้ว t1 ≥ mk และ t2 ≥ mk เม ือ่mk = inf{f(x)|x ∈ [xk−1, xk]} จงึทำให้ได้วา่ คา่ของ L(P ∗, f)

และ L(P, f) จะเทา่กันบนทกุๆ ชว่งยอ่ย ยกเว้นบนชว่ง [xk−1, xk] ดังน้ัน จะได้วา่

L(P ∗, f)− L(P, f) = [t1(x
∗ − xk−1) + t2(xk − x∗)]− [mk(xk − xk−1)]

= (t1 −mk)(x
∗ − xk−1) + (t2 −mk)(xk − x∗)

≥ 0

นัน่แสดงวา่ L(P, f) ≤ L(P ∗, f)

ในกรณทัีว่ไป ถ้า Q เปน็ผลแบง่ก้ันละเอยีดขึ้นของ P ทีม่จีดุมากกวา่ P อยูจ่ำนวน r จดุ
น้ันจะประยกุต์ผลลัพธ์ข้างบนนี้จำนวน r คร้ัง จะได้วา่ L(P, f) ≤ L(Q, f) สำหรับในการพสิจูน์วา่
U(Q, f) ≤ U(P, f) แสดงทำนองเดยีวกับข้างต้น (เว้นเปน็แบบฝกึหัด)

จากทฤษฎบีทข้างต้นทำให้ได้รับบทแทรกทีต่ามมาดังตอ่ไปนี้

บทแทรก 7.1.1 กำหนดให้ f เปน็ฟงักชั์นทีม่ขีอบเขตบนชว่งปดิ [a, b] ถ้า P และ Q เปน็ผลแบง่ก้ัน
ของ [a, b] แล้ว L(Q, f) ≤ U(P, f)
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การพิสจูน์ แบบฝกึหัด (ข้อเสนอแนะ: ประยกุต์กับทฤษฎบีท 7.1.1 โดยพจิารณาวา่ P ∪ Q เปน็ผล
แบง่ก้ันละเอยีดขึ้นของท้ัง P และ Q)

ทฤษฎบีทตอ่ไปเปน็ทฤษฎบีททีแ่สดงความสัมพันธ์ของปรพัินธ์บนและปรพัินธ์ลา่งของฟงัก-์
ชัน โดยเปน็การแสดงการเปรยีบเทยีบ ปรพัินธบ์นและปรพัินธล์า่งของฟงักชั์นฟงักชั์นหนึง่ หากฟงักชั์น
ทีพ่จิารณาน้ันเปน็ฟงักชั์นทีม่ขีอบเขตบนชว่งปดิแล้วคา่ของปรพัินธ์บนของฟงักชั์นน้ันจะมากกวา่หรอื
เทา่กับปรพัินธล์า่งของฟงักชั์นเดยีวกันน้ันเสมอ ดังรายละเอยีดตอ่ไปนี้

ทฤษฎบีท 7.1.2 กำหนดให้ f เปน็ฟงักชั์นทีม่ขีอบเขตบนชว่งปดิ [a, b] จะได้วา่ L(f) ≤ U(f)

การพิสจูน์ กำหนดให้ P และ Q เปน็ผลแบง่ก้ันของ [a, b] โดยบทต้ัง 7.1.1 จะได้วา่

L(P, f) ≤ U(Q, f)

จะเหน็วา่ U(Q, f) จงึเปน็ขอบเขตบนสำหรับเซต

S = {L(P, f)|P เปน็ผลแบง่ก้ันของ [a, b]}

เพราะฉะน้ัน L(f) = supS ≤ U(Q, f) นัน่คอื L(f) ≤ U(Q, f) สำหรับทกุๆ ผลแบง่ก้ัน Q ของ
[a, b] ดังน้ัน

L(f) ≤ inf{U(Q, f)|Q เปน็ผลแบง่ก้ันของ [a, b]} = U(f)

ตัวอยา่งตอ่ไปเปน็การใช้ผลบวกบนและผลบวกลา่งพจิารณาคา่ของปรพัินธ์รมัีนน์ของฟงัก-์
ชันทีก่ำหนดให้

ตัวอยา่ง 7.1.1 จงใช้ผลบวกบนและผลบวกลา่งหาคา่ของ ∫ 1

0
2x2

วิธีทำ สำหรับทกุๆ n ∈ N เราพจิารณาผลแบง่ก้ัน

Pn = {0, 1
n
,
2

n
, . . . ,

n− 1

n
, 1}

บนชว่ง [0, 1] จะได้วา่ ∆xi =
1
n
สำหรับทกุๆ i = 1, 2, . . . , n เน ือ่งจากฟงักชั์น f(x) = 2x2 เปน็

ฟงักชั์นเพิม่บนชว่ง [0, 1] และบนทกุชว่งยอ่ย [ i−1
n
, i
n
] ทำให้ได้วา่

Mi = sup
{
f(x)|x ∈

[
i− 1

n
,
i

n

]}
= f

(
i

n

)
= 2

(
i

n

)2

และ
mi = inf

{
f(x)|x ∈

[
i− 1

n
,
i

n

]}
= f

(
i− 1

n

)
= 2

(
i− 1

n

)2
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ดังน้ัน

U(Pn, f) =
n∑

i=1

2

(
i

n

)2(
1

n

)
= 2

(
1

n

)3

(12 + 22 + . . .+ n2)

= 2

(
1

n

)3 [
1

6
(n)(n+ 1)(2n+ 1)

]
=

2

3

[(
n+ 1

n

)(
2n+ 1

2n

)]
และในทำนองเดยีวกัน จะได้วา่

L(Pn, f) =
n∑

i=1

2

(
i− 1

n

)2(
1

n

)
(7.1)

=
2

n3
[02 + 12 + . . .+ (n− 1)2]

=
2

n3

[
1

6
(n− 1)(n)(2n− 1)

]
=

2

3

[(
n− 1

n

)(
2n+ 1

2n

)]
เน ือ่งจาก limn→∞ U(Pn, f) =

2
3
และ limn→∞ L(Pn, f) =

2
3
ทำให้ได้วา่

U(f) ≤ 2
3
และ L(f) ≥ 2

3

และโดยทฤษฎบีท 7.1.2 ทำให้ได้วา่
2

3
≤ L(f) ≤ U(f) ≤ 2

3

ดังน้ัน L(f) = U(f) = 2
3
นัน่คอื ∫ 1

0
2x2dx = 2

3

ตัวอยา่ง 7.1.2 กำหนดให้ g : [0, 2] → R เปน็ฟงักชั์นซึง่นยิามโดย

g(x) =

1 เม ือ่ x เปน็จำนวนตรรกยะ
−1 เม ือ่ x เปน็จำนวนอตรรกยะ

จงแสดงวา่ฟงักชั์น g หาปรพัินธไ์มไ่ด้บน [0, 2]

วิธีทำ กำหนดให้ P = {x0, x1, . . . , xn} เปน็ผลแบง่ก้ันใดๆ ของ [0, 2] เน ือ่งจากทกุๆ ชว่งยอ่ย
[xi−1, xi] จะบรรจท้ัุงจำนวนตรรกยะและจำนวนอตรรกยะ จงึได้วา่ Mi = 1 และ mi = −1 สำหรับ
ทกุๆ i = 1, 2, 3, . . . , n ดังน้ัน

U(P, g) =
∑n

i=1 Mi∆xi =
∑n

i=1 ∆xi = 2

และ
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L(P, f) =
∑n

i=1 mi∆xi = −
∑n

i=1 ∆xi = −2

เพราะฉะน้ัน U(g) = 2 และ L(g) = −2 ซึง่จะเหน็วา่ L(g) ̸= U(g) จงึสรปุได้วา่ ฟงักชั์น g หาปริ
พันธไ์มไ่ด้บน [0, 2]

ทฤษฎบีทตอ่ไป เปน็ทฤษฎบีททีใ่ช้ในการพจิารณาฟงักชั์นวา่เปน็ฟงักชั์นทีส่ามารถหาปรพัินธ์
ได้ โดยใช้การพจิารณาจากผลบวกบนและผลบวกลา่ง ดังบทพสิจูนต์อ่ไปนี้

ทฤษฎบีท 7.1.3 กำหนดให้ f เปน็ฟงักชั์นทีม่ขีอบเขตบนชว่งปดิ [a, b] จะได้วา่ f จะหาปรพัินธไ์ด้ ก ็
ตอ่เม ือ่ สำหรับทกุๆ จำนวนจรงิ ϵ > 0 จะมผีลแบง่ก้ัน P ของ [a, b] ซึง่ทำให้

U(P, f)− L(P, f) < ϵ

การพิสจูน์ (⇒) กำหนดให้ f เปน็ฟงักชั์นทีห่าปรพัินธไ์ด้บนชว่งปดิ [a, b] จะได้วา่ L(f) = U(f)

กำหนดให้จำนวนจรงิ ϵ > 0 เน ือ่งจาก

L(f) = sup{L(P, f)|P เปน็ผลแบง่ก้ันของ [a, b]}

ดังน้ัน โดยทฤษฎบีท 1.3.2 จะได้วา่ จะมผีลแบง่ก้ัน P1 ของ [a, b] ซึง่ทำให้

L(f)− ϵ

2
< L(P1, f)

ในทำนองเดยีวกัน เนือ่งจาก

U(f) = inf{U(P, f)|P เปน็ผลแบง่ก้ันของ [a, b]}

ดังน้ัน โดยทฤษฎบีท 1.3.2 อกีคร้ัง จะได้วา่ จะมผีลแบง่ก้ัน P2 ของ [a, b] ซึง่ทำให้

U(P2, f) < U(f) +
ϵ

2

กำหนดให้ P = P1 ∪ P2 และโดยทฤษฎบีท 7.1.1 จะเหน็วา่

L(P1, f) ≤ L(P1 ∪ P2, f) ≤ U(P1 ∪ P2, f) ≤ U(P2, f)

ดังน้ัน

U(P, f)− L(P, f) ≤ U(P2, f)− L(P1, f)

<
[
U(f) +

ϵ

2

]
−
[
L(f)− ϵ

2

]
= U(f)− L(f) + ϵ

= ϵ

(⇐) กำหนดให้ สำหรับทกุๆ จำนวนจรงิ ϵ > 0 จะมผีลแบง่ก้ัน P ของ [a, b] ซึง่ทำให้

U(P, f)− L(P, f) < ϵ

จะได้วา่
U(P, f) < L(P, f) + ϵ
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ดังน้ัน
U(f) ≤ U(P, f) < L(P, f) + ϵ ≤ L(f) + ϵ

เน ือ่งจากอสมการข้างบนนี้เปน็จรงิทกุๆ จำนวนจรงิ ϵ > 0 โดยทฤษฎบีท 1.1.5 ทำให้ได้วา่
U(f) ≤ L(f)

แตใ่นทฤษฎบีท 7.1.2 จะได้วา่
L(f) ≤ U(f)

ดังน้ัน
L(f) = U(f)

จงึสรปุได้วา่ f หาปรพัินธไ์ด้

ตอ่ไปจะยกตัวอยา่งประกอบทฤษฎบีท 7.1.3 ดังตัวอยา่งตอ่ไปนี้
ตัวอยา่ง 7.1.3 กำหนดให้ f(x) = x โดยที่ P = {x0, x1, . . . , xn} เปน็ผลแบง่ก้ันของ [a, b] ซึง่
xi = a+ i(b−a)

n
สำหรับทกุๆ i ซึง่ 0 ≤ i ≤ n จงแสดงวา่ f หาปรพัินธไ์ด้บน [a, b]

วิธีทำ เน ือ่งจาก f(x) = x จะเหน็วา่ f เปน็ฟงักชั์นเพิม่และฟงักชั์นตอ่เน ือ่งบน [a, b] ทำให้ได้วา่
Mi = f(xi) = xi และ mi = f(xi−1) = xi−1 ดังน้ัน

xi − xi−1 =

[
a+

i(b− a)

n

]
−
[
a+

(i− 1)(b− a)

n

]
=

i(b− a)

n
− (i− 1)(b− a)

n

=
b− a

n

พจิารณา U(P, f) จะได้วา่

U(P, f) =
n∑

i=1

Mi(xi − xi−1)

=
n∑

i=1

xi(xi − xi−1)

=
n∑

i=1

(
a+

i(b− a)

n

)(
b− a

n

)
=

n∑
i=1

a(b− a)

n
+

n∑
i=1

i(b− a)2

n2

= n

[
a(b− a)

n

]
+

(b− a)2

n2

n∑
i=1

i

= a(b− a) +
(b− a)2

n2
· n(n+ 1)

2

= ab− a2 +
(n+ 1)(b− a)2

2n

= ab− a2 +
n(b− a)2

2n
+

(b− a)2

2n
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= ab− a2 +
(b− a)2

2
+

(b− a)2

2n

=
2(ab− a2) + (b− a)2

2
+

(b− a)2

2n

=
b2 − a2

2
+

(b− a)2

2n

และในทำนองเดยีวกันพจิารณา L(P, f) จะได้วา่

L(P, f) =
n∑

i=1

mi(xi − xi−1)

=
n∑

i=1

xi−1(xi − xi−1)

=
n∑

i=1

(
a+

(i− 1)(b− a)

n

)(
b− a

n

)
=

n∑
i=1

(
a(b− a)

n
+

i(b− a)2

n2
− (b− a)2

n2

)
=

(b− a)2

n2

n∑
i=1

i+ n

(
a(b− a)

n
− (b− a)2

n2

)
=

(b− a)2

n2
· n(n+ 1)

2
+ a(b− a)− (b− a)2

n

=
(n+ 1)(b− a)2

2n
+ ab− a2 − (b− a)2

n

=
n(b− a)2

2n
+

(b− a)2

2n
+ ab− a2 − (b− a)2

n

=
(b− a)2

2
+ ab− a2 − (b− a)2

2n

=
b2 − a2

2
− (b− a)2

2n

ดังน้ัน
U(P, f)− L(P, f) =

(b− a)2

n

สำหรับทกุๆ จำนวนจรงิ ϵ > 0 โดยคณุสมบัตขิองอารค์มีเีดยีน จะได้วา่ จะมี n ∈ N ซึง่

(b− a)2

ϵ
< n

จะได้วา่
(b− a)2

n
< ϵ

จงึทำให้ได้วา่
U(P, f)− L(P, f) < ϵ

โดยทฤษฎบีท 7.1.3 จะได้วา่ f หาปรพัินธไ์ด้บนชว่งปดิ [a, b]
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7.2 คณุสมบัตขิองปรพัินธร์มัีนน์
จากหัวข้อกอ่นหน้า ทีไ่ด้แนะนำบทนยิามของปรพัินธ์ไปแล้วน้ัน ในหัวข้อนี้ จงึจะกลา่วถงึ

คณุสมบัตทิ ีส่ำคัญของปรพัินธ์รมัีนน์ ซึง่มักจะถกูนำไปประยกุต์ใช้ในแคลคลัูสมากมาย เชน่ การดำเนนิ
การเก ีย่วกับผลบวกของปรพัินธห์รอืการคณูด้วยสเกลารข์องปรพัินธ์ เปน็ต้น ซึง่มรีายละเอยีดดังนี้

ทฤษฎบีท 7.2.1 กำหนดให้ f เปน็ฟงักชั์นทางเดยีวบนชว่งปดิ [a, b] จะได้วา่ f หาปรพัินธไ์ด้บนชว่ง
ปดิ [a, b]

การพิสจูน์ กำหนดให้ f เปน็ฟงักชั์นเพิม่ทางเดยีวบนชว่งปดิ [a, b] (สำหรับกรณที ี่ f เปน็ฟงักชั์นลด
ทางเดยีวกส็ามารถพสิจูนไ์ด้ในทำนองเดยีวกัน) ทำให้ได้วา่

f(a) ≤ f(x) ≤ f(b)

สำหรับ x ∈ [a, b] ดังน้ัน f เปน็ฟงักชั์นทีม่ขีอบเขตบนชว่งปดิ [a, b]

ถ้า f(a) = f(b) แล้ว f จะเปน็ฟงักชั์นคงตัวบนชว่งปดิ [a, b] ดังน้ันโดยแบบฝกึหัดบทที่ 7
ข้อ 3 จงึได้วา่ f เปน็ฟงักชั์นทีห่าปรพัินธไ์ด้บนชว่งปดิ [a, b]

สมมตใิห้ f(a) < f(b) และให้จำนวนจรงิ ϵ > 0 โดยคณุสมบัตขิองอารค์มีเีดยีน (ทฤษฎบีท
1.3.6) ข้อ (3) จะได้วา่ จะมี k ∈ N ซึง่ทำให้

f(b)− f(a) < kϵ

ดังน้ัน
1

k
(f(b)− f(a)) < ϵ

กำหนดให้ P = {x0, x1, . . . , xn} เปน็ผลแบง่ ก้ันของ [a, b] ซึง่ ∆xi ≤ 1
k
สำหรับทกุๆ i =

1, 2, . . . , n และเนือ่งจาก f เปน็ฟงักชั์นเพิม่ จะได้วา่
mi = f(xi−1) และ Mi = f(xi) สำหรับทกุๆ i = 1, 2, . . . , n

ดังน้ัน

U(P, f)− L(P, f) =
n∑

i=1

Mi∆xi −
n∑

i=1

mi∆xi

=
n∑

i=1

f(xi)∆xi −
n∑

i=1

f(xi−1)∆xi

=
n∑

i=1

(f(xi)− f(xi−1))∆xi

≤ 1

k

n∑
i=1

(f(xi)− f(xi−1))

=
1

k
(f(b)− f(a))

< ϵ

โดยทฤษฎบีท 7.1.3 ทำให้ได้วา่ f หาปรพัินธไ์ด้บนชว่งปดิ [a, b]
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นอกจากทฤษฎบีทข้างต้น ทีม่สีมมตฐิานวา่ ถ้า f เปน็ฟงักชั์นทางเดยีวบนชว่งปดิ [a, b] แล้ว
จะได้วา่ f หาปรพัินธไ์ด้บน [a, b] แล้วน้ัน ถ้าหากสมมตใิห้ f เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งบน [a, b] แล้วจะได้
รับผลลัพธเ์ชน่เดยีวกัน ดังทฤษฎบีทตอ่ไปนี้

ทฤษฎบีท 7.2.2 ถ้า f เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งบนชว่งปดิ [a, b] แล้ว f จะหาปรพัินธไ์ด้บนชว่งปดิ [a, b]

การพิสจูน์ กำหนดให้จำนวนจรงิ ϵ > 0 และจากสมมตใิห้ f เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งบนชว่งปดิ [a, b]

โดยทฤษฎบีท 5.2.1 จะได้วา่ f เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งแบบเอกรปูบนชว่งปดิ [a, b] จงึทำให้ได้วา่ จะมี
จำนวนจรงิ δ > 0 ซึง่ทำให้ ทกุๆ x, y ∈ [a, b]

ถ้า |x− y| < δ แล้ว |f(x)− f(y)| < ϵ
b−a

หากกำหนดให้ P = {x0, x1, . . . , xn} เปน็ผลแบง่ก้ันของ [a, b] ซึง่ ∆xi < δ สำหรับทกุๆ i =

1, 2, . . . , n แล้วโดยทฤษฎบีท 5.1.5 (ทฤษฎบีทคา่สดุขดี) จะได้วา่ จะมีจดุ si และ ti บนชว่งปดิ
[xi−1, xi] ซึง่

mi = f(si) และ Mi = f(ti)

เน ือ่งจาก ∆xi < δ จะได้วา่ |si − ti| < δ ดังน้ัน

0 ≤ Mi −mi

= f(ti)− f(si)

≤ |f(ti)− f(si)|
<

ϵ

b− a

สำหรับทกุๆ i = 1, 2, . . . , n ทำให้ได้วา่

U(P, f)− L(P, f) =
n∑

i=1

(Mi −mi)∆xi

<

n∑
i=1

ϵ

b− a
∆xi

=
ϵ

b− a

n∑
i=1

∆xi

=
ϵ

b− a
(b− a)

= ϵ

ดังน้ัน โดยทฤษฎบีท 7.1.3 ทำให้ได้วา่ f หาปรพัินธไ์ด้บนชว่งปดิ [a, b]

ตอ่ไปจะแสดงบทพสิจูน์ท ีเ่ก ีย่วข้องกับคณุสมบัตขิองการดำเนนิการเบื้องต้นของการหาปริ
พันธไ์ด้ ดังทฤษฎบีทตอ่ไปนี้
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ทฤษฎบีท 7.2.3 ถ้า f และ g เปน็ฟงักชั์นทีห่าปรพัินธไ์ด้บนชว่งปดิ [a, b] และ k ∈ R แล้วข้อความ
ตอ่ไปนี้เปน็จรงิ
(1) kf หาปรพัินธไ์ด้ และ ∫ b

a
kf = k

∫ b

a
f

(2) f + g หาปรพัินธไ์ด้ และ ∫ b

a
(f + g) =

∫ b

a
f +

∫ b

a
g

การพิสจูน์ กำหนดให้ f และ g เปน็ฟงักชั์นทีห่าปรพัินธไ์ด้บนชว่งปดิ [a, b] และ k ∈ R

(1) จะแสดงวา่ kf หาปรพัินธไ์ด้และ ∫ b

a
kf = k

∫ b

a
f โดยจะแบง่พจิารณาเปน็ 3 กรณี

กรณทีี่ 1 ถ้า k = 0 แล้วตามบทนยิามของการหาปรพัินธไ์ด้ ทำให้ได้วา่ทฤษฎบีทนี้เปน็จรงิ
กรณทีี่ 2 ถ้า k > 0 และให้ P = {x0, x1, . . . , xn} เปน็ผลแบง่ก้ันใดๆ ของชว่งปดิ [a, b] โดย
ทฤษฎบีท 1.3.4 ข้อ (1) และ (3) จะได้วา่

Mi(kf) = sup{(kf)(x)|x ∈ [xi−1, xi]}
= k sup{f(x)|x ∈ [xi−1, xi]}
= kMi(f)

สำหรับทกุๆ i = 1, 2, . . . , n และ

mi(kf) = inf{(kf)(x)|x ∈ [xi−1, xi]}
= k inf{f(x)|x ∈ [xi−1, xi]}
= kmi(f)

สำหรับทกุๆ i = 1, 2, . . . , n ดังน้ัน

U(P, kf) =
∑n

i=1 Mi(kf)∆xi =
∑n

i=1 kMi(f)∆xi = kU(P, f)

จะได้วา่ U(kf) = kU(f) และในทำนองเดยีวกัน จะได้วา่ L(kf) = kL(f) และเนือ่งจาก f

เปน็ฟงักชั์นทีห่าปรพัินธไ์ด้ จะได้วา่ L(f) = U(f) ดังน้ัน

L(kf) = kL(f) = kU(f) = U(kf)

นัน่คอื kf เปน็ฟงักชั์นทีห่าปรพัินธไ์ด้ และ∫ b

a

kf = U(kf) = kU(f) = k

∫ b

a

f

กรณทีี่ 3 ถ้า k < 0 (แบบฝกึหัดของผ ู้เรยีน)

(2) จะแสดงวา่ f + g หาปรพัินธไ์ด้ และ ∫ b

a
(f + g) =

∫ b

a
f +

∫ b

a
g

เน ือ่งจาก f และ g เปน็ฟงักชั์นทีห่าปรพัินธไ์ด้บนชว่งปดิ [a, b] โดยบทนยิามของการหาปรพัินธ์
ได้ ทำให้ได้วา่ เซต {f(x)|x ∈ [a, b]} และ {g(x)|x ∈ [a, b]} เปน็เซตทีม่ขีอบเขต นัน่คอื ม ี
ขอบเขตบนและขอบเขตลา่ง และเนือ่งจากทฤษฎบีท 1.3.3 จะได้วา่

sup{(f + g)(x)|x ∈ [a, b]} = sup{f(x)|x ∈ [a, b]}+ sup{g(x)|x ∈ [a, b]}
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ดังน้ัน แตล่ะผลแบง่ก้ัน P = {x0, x1, . . . , xn} ใดๆ ของ [a, b] จะได้วา่

Mi(f + g) = Mi(f) +Mi(g)

สำหรับทกุๆ i = 1, 2, . . . , n ทำให้ได้วา่

U(P, f + g) = U(P, f) + U(p, g)

และในทำนองเดยีวกัน จากแบบฝกึหัดท้ายบทที่ 1 ข้อ 7 จะทำให้ได้รับเชน่เดยีวกันวา่

inf{(f + g)(x)|x ∈ [a, b]} = inf{f(x)|x ∈ [a, b]}+ inf{g(x)|x ∈ [a, b]}

ดังน้ัน แตล่ะผลแบง่ก้ัน P = {x0, x1, . . . , xn} ใดๆ ของ [a, b] จะได้วา่

L(P, f + g) = L(P, f) + L(P, g)

กำหนดให้จำนวนจรงิ ϵ > 0 และจาก f และ g เปน็ฟงักชั์นทีห่าปรพัินธไ์ด้บนชว่งปดิ [a, b] โดย
ทฤษฎบีท 7.1.3 จะได้วา่ จะมผีลแบง่ก้ัน P1 และ P2 ของชว่งปดิ [a, b] ทีท่ำให้

U(P1, f) < L(P1, f) +
ϵ
2
และ U(P2, g) < L(P2, g) +

ϵ
2

กำหนดให้ P = P1 ∪ P2 โดยทฤษฎบีท 7.1.1 จะได้วา่

U(P, f) ≤ U(P1, f) < L(P1, f) +
ϵ

2
≤ L(P, f) +

ϵ

2

และในทำนองเดยีวกันจะได้วา่ U(P, g) < L(P, g) + ϵ
2
ดังน้ัน

U(P, f + g) = U(P, f) + U(P, g)

< L(P, f) +
ϵ

2
+ L(P, g) +

ϵ

2
< L(P, f) + L(P, g) + ϵ

= L(P, f + g) + ϵ (7.2)

จงึทำให้ได้วา่
U(P, f + g)− L(P, f + g) < ϵ

โดยทฤษฎบีท 7.1.3 จะได้วา่ f + g หาปรพัินธไ์ด้บนชว่งปดิ [a, b]

ตอ่ไปจะแสดงวา่ ∫ b

a
(f + g) =

∫ b

a
f +

∫ b

a
g

สำหรับแตล่ะผลแบง่ก้ัน P ใดๆ ของชว่งปดิ [a, b] และใช้ (7.2) จะได้วา่∫ b

a

(f + g) = U(f + g)

≤ U(P, f + g)

< L(P, f) + L(P, g) + ϵ

≤ L(f) + L(g) + ϵ

=

∫ b

a

f +

∫ b

a

g + ϵ
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ทำให้ได้วา่ ∫ b

a

(f + g)−
(∫ b

a

f +

∫ b

a

g

)
< ϵ (7.3)

และ ∫ b

a

(f + g) = L(f + g)

≥ L(P, f + g)

> U(P, f) + U(P, g)− ϵ

=

∫ b

a

f +

∫ b

a

g − ϵ

ทำให้ได้วา่

−ϵ <

∫ b

a

(f + g)−
(∫ b

a

f +

∫ b

a

g

)
(7.4)

จาก (7.3) และ (7.4) จงึได้วา่∣∣∣∣∫ b

a

(f + g)−
(∫ b

a

f +

∫ b

a

g

)∣∣∣∣ < ϵ

สำหรับทกุๆ ϵ > 0 จงึทำให้ได้วา่∫ b

a

(f + g) =

∫ b

a

f +

∫ b

a

g

ตอ่ไปเปน็ตัวอยา่งของการนำทฤษฎบีท 7.2.3 มาใช้ในการหาคา่ปรพัินธ์ ดังตัวอยา่งตอ่ไปนี้

ตัวอยา่ง 7.2.1 กำหนดให้ ∫ 3

0
x2dx = 9,

∫ 3

0
xdx = 9

2
และ ∫ 3

0
3dx = 9 จงหา

1. ∫ 3

0
4xdx

2. ∫ 3

0
(x2 + 2x+ 3)dx

วิธีทำ 1. พจิารณา ∫ 3

0

4xdx = 4

∫ 3

0

xdx

= 4

(
9

2

)
= 18
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2. พจิารณา ∫ 3

0

(x2 + 2x+ 3)dx =

∫ 3

0

x2dx+

∫ 3

0

2xdx+

∫ 3

0

3dx

=

∫ 3

0

x2dx+ 2

∫ 3

0

xdx+

∫ 3

0

3dx

= 9 + 2

(
9

2

)
+ 9

= 9 + 9 + 9

= 27

นอกจากนี้ ยังมกีารพจิารณาการหาปรพัินธบ์นชว่งปดิ โดยใช้การแบง่ชว่งปดิหนึง่เปน็ชว่งปดิ
ยอ่ยๆ ซึง่จะเหน็วา่คา่ปรพัินธข์องชว่งปดิท้ังหมดกับผลรวมของปรพัินธแ์ตล่ะชว่งปดิยอ่ยท้ังหมดจะมคีา่
เทา่กัน ดังทฤษฎบีทตอ่ไปนี้

ทฤษฎบีท 7.2.4 ถ้า f เปน็ฟงักชั์นหาปรพัินธไ์ด้บนชว่งปดิ [a, c] และ [c, b] แล้ว f จะหาปรพัินธไ์ด้
บนชว่งปดิ [a, b] และ ∫ b

a

f =

∫ c

a

f +

∫ b

c

f

การพิสจูน์ กำหนดให้จำนวนจรงิ ϵ > 0 และจาก f เปน็ฟงักชั์นหาปรพัินธ์ได้บนชว่งปดิ [a, c] และ
[c, b] จะได้วา่ จะมผีลแบง่ก้ัน P1 ของ [a, c] และ P2 ของ [c, b] ซึง่ทำให้

U(P1, f)− L(P1, f) <
ϵ

2

และ
U(P2, f)− L(P2, f) <

ϵ

2

กำหนดให้ P = P1 ∪ P2 จะได้วา่ P เปน็ผลแบง่ก้ันของชว่งปดิ [a, b] และ

U(P, f)− L(P, f) = U(P1, f) + U(P2, f)− L(P1, f)− L(P2, f)

= [U(P1, f)− L(P1, f)] + [U(P2, f)− L(P2, f)]

<
ϵ

2
+

ϵ

2
= ϵ

โดยทฤษฎบีท 7.1.3 จงึทำให้ได้วา่ f หาปรพัินธไ์ด้บน [a, b] และยังทำให้ได้วา่∫ b

a

f ≤ U(P, f)

= U(P1, f) + U(P2, f)

< L(P1, f) + L(P2, f) + ϵ

≤
∫ c

a

f +

∫ b

c

f + ϵ
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นัน่คอื ∫ b

a

f −
(∫ c

a

f +

∫ b

c

f

)
< ϵ (7.5)

และ ∫ b

a

f ≥ L(P, f)

= L(P1, f) + L(P2, f)

> U(P1, f) + U(P2, f)− ϵ

≥
∫ c

a

f +

∫ b

c

f − ϵ

ทำให้ได้วา่

−ϵ <

∫ b

a

f −
(∫ c

a

f +

∫ b

c

f

)
(7.6)

ดังน้ัน จาก (7.5) และ (7.6) ทำให้ได้วา่∣∣∣∣∫ b

a

f −
(∫ c

a

f +

∫ b

c

f

)∣∣∣∣ < ϵ

สำหรับทกุๆ ϵ > 0 ดังน้ัน ∫ b

a

f =

∫ c

a

f +

∫ b

c

f

ตอ่ไปเปน็ตัวอยา่งของการนำทฤษฎบีท 7.2.4 มาใช้ในการหาคา่ปรพัินธ์

ตัวอยา่ง 7.2.2 กำหนดให้ ∫ 1

−2
f(x)dx = 7 และ ∫ 2

1
f(x)dx = 3 จงหา ∫ 2

−2
f(x)dx

วิธีทำ พจิารณา ∫ 2

−2

f(x)dx =

∫ 1

−2

f(x)dx+

∫ 2

1

f(x)dx

= 7 + 3

= 10

ในสว่นสดุท้ายของหัวข้อนี้ จะกลา่วถงึการหาปรพัินธไ์ด้ของฟงักชั์นประกอบ โดยจะแสดงวา่
สำหรับ 2 ฟงักชั์น โดยทีฟ่งักชั์นหนึง่สามารถหาปรพัินธไ์ด้บนชว่งปดิ และอกีหนึง่ฟงักชั์นเปน็ฟงักชั์นที่
ตอ่เน ือ่งบนชว่งปดิเดยีวกันน้ัน เม ือ่นำสองฟงักชั์นน้ันมาประกอบกัน ผลทีไ่ด้รับคอื ฟงักชั์นประกอบน้ัน
ยังคงเปน็ฟงักชั์นทีห่าปรพัินธไ์ด้บนชว่งปดิดังกลา่วน้ันด้วย ดังทฤษฎบีทตอ่ไปนี้
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ทฤษฎบีท 7.2.5 ถ้า f เปน็ฟงักชั์นทีส่ามารถหาปรพัินธ์ได้บนชว่งปดิ [a, b] และ g เปน็ฟงักชั์นตอ่
เน ือ่งบนชว่งปดิ [c, d] เม ือ่ f([a, b]) ⊆ [c, d] แล้ว g ◦ f เปน็ฟงักชั์นทีห่าปรพัินธไ์ด้บนชว่งปดิ [a, b]

การพิสจูน์ กำหนดให้จำนวนจรงิ ϵ > 0 และ K = sup{|g(t)||t ∈ [c, d]}
จะเลอืก 0 < ϵ′ < ϵ

b−a+2K
เน ือ่งจาก g เปน็ฟงักชั์นทีต่อ่เน ือ่งบนชว่งปดิ [c, d] โดยทฤษฎบีท 5.2.1

จะได้วา่ g เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งแบบเอกรปูบนชว่งปดิ [c, d] ดังน้ัน จะมจีำนวนจรงิ 0 < δ < ϵ′ ซึง่
ทำให้สำหรับทกุๆ s, t ∈ [c, d]

ถ้า |s− t| < δ แล้ว |g(s)− g(t)| < ϵ′

และจากกำหนดให้ f เปน็ฟงักชั์นทีห่าปรพัินธไ์ด้บนชว่งปดิ [a, b] จะได้วา่ จะมผีลแบง่ก้ัน
P = {x0, x1, . . . , xn} ของ [a, b] ซึง่ทำให้

U(P, f)− L(P, f) < δ2

ตอ่ไปจะแสดงวา่ U(P, g ◦ f)− L(P, g ◦ f) < ϵ

กำหนดให้ A = {i|Mi −mi < δ} และ B = {i|Mi −mi ≥ δ} แยกพจิารณา 2 กรณี
กรณทีี่ 1 ถ้า i ∈ A และ x, y ∈ [xi−1, xi] แล้ว

|f(x)− f(y)| ≤ Mi −mi < δ

จงึทำให้ได้วา่
|g(f(x))− g(f(y))| < ϵ′

นัน่คอื |(g ◦ f)(x)− (g ◦ f)(y)| < ϵ′ ทำให้ได้วา่ Mi(g ◦ f)−mi(g ◦ f) ≤ ϵ′ ดังน้ัน∑
i∈A

[Mi(g ◦ f)−mi(g ◦ f)]∆xi ≤ ϵ′
∑
i∈A

∆xi

≤ ϵ′(b− a) (7.7)

กรณทีี่ 2 ถ้า i ∈ B แล้ว Mi−mi

δ
≥ 1 ทำให้ได้วา่

∑
i∈B

∆xi ≤ 1

δ

∑
i∈B

(Mi −mi)∆xi

≤ 1

δ
[U(P, f)− L(P, f)]

< δ

< ϵ′

จากกำหนดให้ K = sup{|g(t)||t ∈ [c, d]} จะได้วา่ Mi(g ◦ f) −mi(g ◦ f) < 2K สำหรับทกุๆ
i = 1, 2, 3, . . . , n ดังน้ัน∑

i∈B

[Mi(g ◦ f)−mi(g ◦ f)]∆xi ≤ 2K
∑
i∈B

∆xi

< 2Kϵ′ (7.8)
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จาก (7.7) และ (7.8) จงึทำให้ได้วา่

U(P, g ◦ f)− L(P, g ◦ f)
=

∑
i∈A

[Mi(g ◦ f)−mi(g ◦ f)]∆xi +
∑
i∈B

[Mi(g ◦ f)−mi(g ◦ f)]∆xi

≤ ϵ′(b− a) + 2Kϵ′

= ϵ′(b− a+ 2K)

< ϵ

ดังน้ัน โดยทฤษฎบีท 7.1.3 ทำให้ได้วา่ g ◦ f เปน็ฟงักชั์นทีห่าปรพัินธไ์ด้บนชว่งปดิ [a, b]

ตอ่ไปจะนำเสนอคณุสมบัติของฟงักชั์นคา่สัมบรูณ์ท ี่หาปริพันธ์ได้ โดยในการพสิจูน์จะนำ
ทฤษฎบีท 7.2.5 มาชว่ยในการแสดงบทพสิจูน์ ดังรายละเอยีดตอ่ไปนี้

บทแทรก 7.2.1 ถ้า f เปน็ฟงักชั์นทีห่าปรพัินธ์ได้บนชว่งปดิ [a, b] แล้ว |f | หาปรพัินธ์ได้บนชว่งปดิ
[a, b] และ ∣∣∣∣∫ b

a

f

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a

|f |

การพิสจูน์ เน ือ่งจาก f เปน็ฟงักชั์นทีห่าปรพัินธ์ได้บนชว่งปดิ [a, b] โดยบทนยิามของฟงักชั์นทีห่าปร ิ
พันธไ์ด้ จะได้วา่

m ≤ f(x) ≤ M

สำหรับทกุๆ x ∈ [a, b] ดังน้ัน f เปน็ฟงักชั์นทีม่ขีอบเขตบนชว่งปดิ [a, b] นัน่คอื จะมจีำนวนจรงิ
B > 0 ทีท่ำให้

|f(x)| ≤ B

สำหรับทกุๆ x ∈ [a, b] กำหนดให้ g : [−B,B] → R เปน็ฟงักชั์นซึง่นยิามโดย

g(t) = |t|

จะได้วา่ g เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งบนชว่ง [−B,B] และ f([a, b]) ⊆ [−B,B] โดยทฤษฎบีท 7.2.5 จะ
ได้วา่

g ◦ f = |f |

หาปรพัินธไ์ด้บนชว่งปดิ [a, b] จาก

−|f(x)| ≤ f(x) ≤ |f(x)|

สำหรับทกุๆ x ∈ [a, b] จากแบบฝกึหัดท้ายบท ข้อ 5 จะได้วา่

−
∫ b

a

|f | ≤
∫ b

a

f ≤
∫ b

a

|f |

ดังน้ัน ∣∣∣∣∫ b

a

f

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a

|f |
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สิง่สำคัญอกีอยา่งหนึง่ท ีต้่องกลา่วถงึของปรพัินธ์กค็อื ทฤษฎบีททีส่ำคัญของปรพัินธ์ท ีมั่ก
ถกูนำไปใช้ในทางแคลคลัูสอย ู่เสมอ นัน่คอื ทฤษฎบีทหลักมลูของแคลคลัูส ซึง่ เปน็การกลา่วถงึการ
หาคา่ของปรพัินธ์บนเซตทีม่ขีอบเขต โดยในทีน่ ี้ ได้กลา่วถงึทฤษฎบีทดังกลา่วพร้อมแสดงบทพสิจูน์ไว้
นอกจากนี้ ในสว่นนี้ ยังคงกลา่วถงึสตูรการหาปรพัินธ์โดยแยกสว่น ซึง่เปน็ทฤษฎบีทหนึง่ท ีไ่ด้ถกูนำไป
เปน็เทคนคิในการหาคา่ปรพัินธ์ในทางแคลคลัูสด้วยเชน่กัน ดังน้ัน สิง่ท ีไ่ด้รับในหัวข้อนี้ เปน็ส ิง่ท ีมั่กถกู
นำไปประยกุต์ใช้ในการหาคา่ปรพัินธ์นัน่เอง โดยในการเร ิม่ต้นของหัวข้อนี้ จะเร ิม่จากการให้บทนยิาม
ของคา่ลบของฟงักชั์นทีห่าปรพัินธไ์ด้ ดังบทนยิามตอ่ไปนี้

บทนยิาม 7.3.1 กำหนดให้ f เปน็ฟงักชั์นทีห่าปรพัินธไ์ด้บนชว่งปดิ [a, b] โดยที่ a < b จะนยิามให้
∫ a

b

f = −
∫ b

a

f และ
∫ a

a

f = 0

ตอ่ไปจะกลา่วถงึและแสดงบทพสิจูนข์องทฤษฎบีทหลักมลูของแคลคลัูส 1 ซึง่เปน็ส ิง่ท ีถ่กูนำ
ไปใช้ในการพจิารณาฟงักชั์นปรพัินธ์ทางแคลคลัูส นัน่คอื ถ้า F ′(x) = f(x) แล้ว F เปน็ฟงักชั์นปริ
พันธ์ของฟงักชั์น f หรอืในทางแคลคลัูสจะเรยีกฟงักชั์น F วา่ ปฏยิานพัุนธ์ของฟงักชั์น f นัน่เอง ดัง
ทฤษฎบีทตอ่ไปนี้

ทฤษฎบีท 7.3.1 [ทฤษฎบีทหลักมลูของแคลคลัูส 1 (fundamental theorem of calculus 1)] กำ-
หนดให้ f เปน็ฟงักชั์นทีห่าปรพัินธไ์ด้บนชว่งปดิ [a, b] และกำหนดให้

F (x) =

∫ x

a

f(t)dt

สำหรับทกุๆ x ∈ [a, b] ดังน้ัน F เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งแบบเอกรปูบนชว่งปดิ [a, b] นอกจากนี้ ถ้า f

เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งทีจ่ดุ c ∈ (a, b) แล้ว F จะหาอนพัุนธไ์ด้ท ีจ่ดุ c และ F ′(c) = f(c)

การพิสจูน์ เน ือ่งจาก f เปน็ฟงักชั์นทีห่าปรพัินธไ์ด้บนชว่งปดิ [a, b] จะได้วา่ f เปน็ฟงักชั์นทีม่ขีอบเขต
บนชว่งปดิ [a, b] นัน่คอื จะมจีำนวนจรงิ B > 0 ทีท่ำให้

|f(x)| ≤ B

สำหรับทกุๆ x ∈ [a, b]

ตอ่ไปจะแสดงวา่ F เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งแบบเอกรปูบนชว่งปดิ [a, b]

กำหนดให้จำนวนจรงิ ϵ > 0 และสำหรับ x, y ∈ [a, b] ซึง่ x < y เลอืก δ = ϵ
B
ถ้า |x− y| < ϵ

B
โดย
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ทฤษฎบีท 7.2.4 และบทแทรก 7.2.1 จะได้วา่

|F (x)− F (y)| =

∣∣∣∣∫ x

a

f(t)dt−
∫ y

a

f(t)dt

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫ y

a

f(t)dt−
∫ x

a

f(t)dt

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫ y

a

f(t)dt+

∫ a

x

f(t)dt

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫ y

x

f(t)dt

∣∣∣∣
≤

∫ y

x

|f(t)|dt

≤
∫ y

x

Bdt

= B(y − x)

< ϵ

ดังน้ัน F เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งแบบเอกรปูบนชว่งปดิ [a, b]

ตอ่ไปจะแสดงวา่ F หาอนพัุนธไ์ด้ท ีจ่ดุ c และ F ′(c) = f(c)

จากกำหนดให้ f เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งท ีจ่ดุ c ∈ (a, b) และให้จำนวนจรงิ ϵ > 0 จะได้วา่ จะมจีำนวน-
จรงิ δ > 0 ซึง่ทำให้ ทกุๆ t ∈ (a, b)

ถ้า |t− c| < δ แล้ว |f(t)− f(c)| < ϵ

เน ือ่งจาก f(c) เปน็คา่คงตัว โดยแบบฝกึหัดท้ายบท ข้อ 3 จะได้วา่

f(c) =
1

x− c

∫ x

c

f(c)dt

สำหรับทกุๆ x ̸= c ดังน้ันสำหรับแตล่ะ x ∈ (a, b) ถ้า 0 < |x− c| < δ แล้ว∣∣∣∣F (x)− F (c)

x− c
− f(c)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 1

x− c
(F (x)− F (c))− 1

x− c

∫ x

c

f(c)dt

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ 1

x− c

(∫ x

a

f(t)dt−
∫ c

a

f(t)dt

)
− 1

x− c

∫ x

c

f(c)dt

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ 1

x− c

(∫ x

a

f(t)dt−
∫ c

a

f(t)dt−
∫ x

c

f(c)dt

)∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ 1

x− c

∣∣∣∣ ∣∣∣∣∫ x

a

f(t)dt+

∫ a

c

f(t)dt−
∫ x

c

f(c)dt

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ 1

x− c

∣∣∣∣ ∣∣∣∣∫ x

c

f(t)dt−
∫ x

c

f(c)dt

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ 1

x− c

∣∣∣∣ ∣∣∣∣∫ x

c

[f(t)− f(c)]dt

∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣ 1

x− c

∣∣∣∣ ∫ x

c

|f(t)− f(c)|dt
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<

∣∣∣∣ 1

x− c

∣∣∣∣ ∫ x

c

ϵdt

=

∣∣∣∣ 1

x− c

∣∣∣∣ ϵ|x− c|
= ϵ

ดังน้ัน
F ′(c) = lim

x→c

F (x)− F (c)

x− c
= f(c)

นัน่คอื F หาอนพัุนธไ์ด้บนชว่ง (a, b)

หมายเหตุ ในทำนองเดยีวกันนี้ ยังสามารถแสดงได้อกีวา่ ถ้า c = a แล้ว

F ′
+(a) = lim

x→a+

F (x)− F (a)

x− a
= f(a)

และถ้า c = b แล้ว
F ′
−(b) = lim

x→b−

F (x)− F (b)

x− b
= f(b)

ตอ่ไปจะแสดงตัวอยา่งของการนำทฤษฎบีท 7.3.1 หรอืทฤษฎบีทหลักมลูของแคลคลัูส 1 มา
ใช้ในการพจิารณาคา่ปรพัินธ์ ดังตัวอยา่งตอ่ไปนี้

ตัวอยา่ง 7.3.1 กำหนดให้ f(t) = |t| บนชว่ง [−2, 2] และให้ F (x) =
∫ x

−2
f(t)dt จงหา F ′(x)

ทกุ x ∈ (−2, 2)

วิธีทำ เน ือ่งจาก f(t) = |t| โดยคณุสมบัตขิองคา่สัมบรูณจ์ะได้วา่

f(t) =

t เม ือ่ t ≥ 0

−t เม ือ่ t < 0

ถ้า x < 0 จะได้วา่

F (x) =

∫ x

−2

f(t)dt

=

∫ x

−2

(−t)dt

= −
∫ x

−2

tdt

= −
(
x2

2
− (−2)2

2

)
= −x2

2
+ 2
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ถ้า x > 0 จะได้วา่

F (x) =

∫ x

−2

f(t)dt

=

∫ 0

−2

f(t)dt+

∫ x

0

f(t)dt

=

∫ 0

−2

(−t)dt+

∫ x

0

tdt

= −
(
02

2
− (−2)2

2

)
+

(
x2

2
− (0)2

2

)
= 2 +

x2

2

ถ้า x = 0 จะได้วา่

F (x) =

∫ 0

−2

(−t)dt

= −
(
02

2
− (−2)2

2

)
= 2

ดังน้ัน ทำให้ได้วา่

F (x) =


−x2

2
+ 2 เม ือ่ − 2 ≤ x < 0

2 เม ือ่ x = 0

2 + x2

2
เม ือ่ 0 ≤ x ≤ 2

ตอ่ไปจะแสดงวา่ F หาอนพัุนธไ์ด้ท ีท่กุจดุบน (−2, 2) และ F ′(x) = f(x) บน (−2, 2)

กรณทีี่ 1 ถ้า −2 < c < 0 แล้ว

F ′(c) = lim
x→c

F (x)− F (c)

x− c

= lim
x→c

(
−x2

2
+ 2
)
−
(
− c2

2
+ 2
)

x− c

= lim
x→c

(
−x2

2
+ c2

2

)
x− c

= − lim
x→c

(x2 − c2)

2(x− c)

= − lim
x→c

x+ c

2
= −c



182 บทที่ 7 การหาปรพัินธ์

กรณทีี่ 2 ถ้า c = 0 แล้ว

F ′
+(0) = lim

x→0+

F (x)− F (0)

x

= lim
x→0+

(
x2

2
+ 2
)
− 2

x

= lim
x→0+

x

2
= 0

และ

F ′
−(0) = lim

x→0−

F (x)− F (0)

x

= lim
x→0+

(
−x2

2
+ 2
)
− 2

x

= − lim
x→0+

x

2
= 0

ทำให้ได้วา่ F ′
+(0) = 0 = F ′

−(0)

กรณทีี่ 3 ถ้า 0 < c < 2 แล้ว

F ′(c) = lim
x→c

F (x)− F (c)

x− c

= lim
x→c

(
x2

2
+ 2
)
−
(

c2

2
+ 2
)

x− c

= lim
x→c

(
x2

2
− c2

2

)
x− c

= lim
x→c

(x2 − c2)

2(x− c)

= lim
x→c

x+ c

2
= c

จากทกุกรณจีงึจะเหน็ได้วา่ F หาอนพัุนธไ์ด้ท ี่ c และ F ′(c) = c = |c| = f(c) นัน่คอื F ′(x) = f(x)

สำหรับทกุๆ x ∈ (−2, 2)

ตอ่ไปเปน็ทฤษฎบีทหลักมลูแคลคลัูส 2 ซึง่เปน็การแสดงบทพสิจูน์ของการพจิารณาคา่ของ
การหาปรพัินธข์อง f ′ บนเซตทีม่ขีอบเขต ดังทฤษฎบีทตอ่ไปนี้

ทฤษฎบีท 7.3.2 [ทฤษฎบีทหลักมลูของแคลคลัูส 2 (fundamental theorem of calculus 2)] ถ้า
f เปน็ฟงักชั์นทีห่าอนพัุนธไ์ด้บนชว่งปดิ [a, b] และ f ′ หาปรพัินธไ์ด้บนชว่งปดิ [a, b] แล้ว∫ b

a

f ′ = f(b)− f(a)
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การพิสจูน์ กำหนดให้ f เปน็ฟงักชั์นทีห่าอนพัุนธ์ได้บนชว่ง [a, b] และ f ′ หาปรพัินธ์ได้บนชว่งปดิ
[a, b] กำหนดให้ P = {x0, x1, x2, . . . , xn} เปน็ผลแบง่ก้ันของชว่ง [a, b] โดยทฤษฎบีท 6.1.1 จะได้
วา่ f เปน็ฟงักชั์นทีต่อ่เน ือ่งบนชว่งปดิ [xi−1, xi] และ f หาอนพัุนธไ์ด้บนชว่ง (xi−1, xi) สำหรับทกุๆ
i = 1, 2, . . . , n ดังน้ัน โดยทฤษฎบีทคา่มัชฌมิ (ทฤษฎบีท 6.2.4) จะได้วา่ จะมี ti ∈ (xi−1, xi) ซึง่
ทำให้

f ′(ti) =
f(xi)− f(xi−1)

xi − xi−1

ทำให้ได้วา่ f(xi)− f(xi−1) = (xi − xi−1)f
′(ti) สำหรับทกุๆ i = 1, 2, . . . , n ดังน้ัน

f(b)− f(a) =
n∑

i=1

[f(xi)− f(xi−1)]

=
n∑

i=1

[f ′(ti)(xi − xi−1)]

เน ือ่งจาก mi(f
′) ≤ f ′(ti) ≤ Mi(f

′) สำหรับทกุๆ i = 1, 2, . . . , n จะได้วา่

L(P, f ′) =
n∑

i=1

mi∆xi

≤
n∑

i=1

f ′(ti)∆xi

=
n∑

i=1

(f(xi)− f(xi−1))

= f(b)− f(a)

≤
n∑

i=1

Mi∆xi

= U(P, f ′)

จะเหน็วา่ อสมการข้างต้นเปน็จรงิสำหรับทกุๆ ผลแบง่ก้ัน P ของชว่งปดิ [a, b] ดังน้ัน

L(f ′) ≤ f(b)− f(a) ≤ U(f ′)

แตเ่น ือ่งจาก f ′ หาปรพัินธไ์ด้บนชว่งปดิ [a, b] ดังน้ัน

L(f ′) = U(f ′) =

∫ b

a

f ′

ทำให้ได้วา่ ∫ b

a
f ′ = f(b)− f(a)

ตัวอยา่งถัดไปจะเปน็การนำทฤษฎบีทหลักมลูแคลคลัูส 2 มาใช้ในการหาคา่ปรพัินธ์ ดังตัว-
อยา่งตอ่ไปนี้
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ตัวอยา่ง 7.3.2 จงหาคา่ของ ∫ 2

1
(4x3 − x−2)dx

วิธีทำ เน ือ่งจากต้องการหาคา่ ∫ 2

1
(4x3 − x−2)dx ซึง่ f ′(x) = 4x3 − x−2 จะเหน็วา่

f(x) = x4 + x−1

ซึง่ f(x) หาอนพัุนธไ์ด้สำหรับทกุๆ x ∈ [1, 2] และ f ′(x) = 4x3−x−2 สามารถหาปรพัินธไ์ด้บนชว่ง
ปดิ [1, 2] โดยทฤษฎบีท 7.3.2 จะได้วา่∫ 2

1

(4x3 − x−2)dx = f(2)− f(1)

= (24 + 2−1)− (14 + 1−1)

= (16 +
1

2
)− (1− 1)

=
29

2

ในทฤษฎบีทตอ่ไป จะเปน็การแสดงบทพสิจูน์ของทฤษฎบีทคา่มัชฌมิสำหรับปรพัินธ์ซึง่เปน็
อกีทฤษฎบีทหนึง่ท ีส่ำคัญเกีย่วกับปรพัินธ์ ดังทฤษฎบีทตอ่ไปนี้
ทฤษฎบีท 7.3.3 [ทฤษฎบีทคา่มัชฌมิสำหรับปรพัินธ์ (mean value theorem for intergrals)]
ถ้า f เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งบนชว่งปดิ [a, b] แล้วจะมจีำนวนจรงิ c ∈ (a, b) ทีท่ำให้∫ b

a

f = f(c)(b− a)

การพิสจูน์ กำหนดให้
F (x) =

∫ x

a

f(t)dt

สำหรับทกุๆ x ∈ [a, b] เน ือ่งจาก f เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งบนชว่งปดิ [a, b] โดยทฤษฎบีท 7.3.1 จะได้วา่

F ′(x) = f(x)

สำหรับทกุๆ x ∈ [a, b] ดังน้ัน F ′ เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งบนชว่งปดิ [a, b] โดยทฤษฎบีท 6.2.4 จะได้วา่
จะมจีำนวนจรงิ c ∈ (a, b) ซึง่ทำให้

F (b)− F (a) = F ′(c)(b− a)

ดังน้ัน โดยทฤษฎบีท 7.3.2 จะได้วา่ ∫ b

a

f =

∫ b

a

F ′

= F (b)− F (a)

= F ′(c)(b− a)

= f(c)(b− a)
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ในทฤษฎบีทสดุท้ายทีจ่ะถกูกลา่วถงึในบทนี้ เปน็อกีหนึง่ทฤษฎบีททีใ่ช้เปน็เทคนคิในการหา
คา่ปรพัินธ์ในทางแคลคลัูส ซึง่เปน็ทีร่ ู้จักกันดใีนชือ่วา่การหาปรพัินธ์โดยแยกสว่น ซึง่จะแสดงบทพสิจูน์
ของสตูรการหาปรพัินธโ์ดยแยกสว่น ดังทฤษฎบีทตอ่ไปนี้

ทฤษฎบีท 7.3.4 [สตูรการหาปรพัินธโ์ดยแยกสว่น (integration by parts formular)] ถ้า f และ g

เปน็ฟงักชั์นทีห่าอนพัุนธไ์ด้บนชว่งปดิ [a, b] ซึง่ท้ัง f ′ และ g′ เปน็ฟงักชั์นทีห่าปรพัินธไ์ด้บนชว่ง [a, b]
แล้ว ∫ b

a

fg′ = f(b)g(b)− f(a)g(a)−
∫ b

a

gf ′

การพิสจูน์ เน ือ่งจาก f และ g เปน็ฟงักชั์นทีห่าอนพัุนธ์ได้บนชว่งปดิ [a, b] จะได้วา่ f และ g เปน็
ฟงักชั์นทีต่อ่เน ือ่งบนชว่งปดิ [a, b] และโดยทฤษฎบีท 7.2.2 จะได้วา่ f และ g เปน็ฟงักชั์นทีห่าปรพัินธ์
ได้บนชว่งปดิ [a, b] ถ้ากำหนดให้ h = fg แล้ว

h′ = fg′ + gf ′

โดยแบบฝกึหัดท้ายบท ข้อ 7 จะได้วา่ h′ หาปรพัินธ์ได้บนชว่งปดิ [a, b] และโดยทฤษฎบีทหลักมลู
แคลคลัูส 2 (ทฤษฎบีท 7.3.2) จะได้วา่ ∫ b

a

h′ = h(b)− h(a)

ทำให้ได้วา่ ∫ b

a

fg′ +

∫ b

a

f ′g = h(b)− h(a)

= f(b)g(b)− f(a)g(a)

ดังน้ัน ∫ b

a

fg′ = f(b)g(b)− f(a)g(a)−
∫ b

a

f ′g

ตอ่ไปจงึขอนำเสนอตัวอยา่งเพือ่ประกอบความเข้าใจในการนำสตูรการหาปรพัินธ์โดยแยก
สว่นไปประยกุตใ์ช้ ดังตัวอยา่งตอ่ไปนี้

ตัวอยา่ง 7.3.3 จงหาคา่ของ ∫ π

0
ex cosxdx

วิธีทำ กำหนดให้ f1(x) = ex และ g1(x) = sinx ซึง่เปน็ฟงักชั์นทีห่าอนพัุนธ์ได้บนชว่งปดิ [0, π]

และ f ′
1(x) = ex, g′1(x) = cosx ซึง่เปน็ฟงักชั์นทีส่ามารถหาอนพัุนธไ์ด้บนชว่งปดิ [0, π] ดังน้ัน∫ π

0

ex cosxdx = eπ sin π − e0 sin 0−
∫ π

0

sinxexdx

= eπ(0)− (1)(0)−
∫ π

0

sinxexdx

= −
∫ π

0

sinxexdx
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และจะเหน็วา่ถ้า f2(x) = ex และ g2(x) = cosx ซึง่เปน็ฟงักชั์นทีห่าอนพัุนธ์ได้บนชว่งปดิ [0, π]

และ f ′
2(x) = ex, g′2(x) = − sinx ซึง่เปน็ฟงักชั์นทีส่ามารถหาอนพัุนธไ์ด้บนชว่งปดิ [0, π] ดังน้ัน

−
∫ π

0

ex sinxdx = eπ cos π − e0 cos 0−
∫ π

0

ex cosxdx

= eπ(−1)− (1)(1)−
∫ π

0

ex cosxdx

= −eπ − 1−
∫ π

0

ex cosxdx

ดังน้ัน ∫ π

0

ex cosxdx = −
∫ π

0

sinxexdx

= −eπ − 1−
∫ π

0

ex cosxdx

ทำให้ได้วา่ 2 ∫ π

0
ex cosxdx = −eπ − 1 นัน่คอื ∫ π

0
ex cosxdx = −eπ−1

2

7.4 บทสรปุ
จากสิง่ท ีก่ลา่วมาท้ังหมดในบทนี้ เปน็การกลา่วถงึบทนยิามของปรพัินธ์รมัีนน์ ซึง่เปน็การ

แสดงให้เหน็ใจความสำคัญและทีม่าของการหาปรพัินธ์ จากน้ันจงึได้ยกตัวอยา่งของการหาปรพัินธ์โดย
ใช้บทนยิาม และได้พจิารณาฟงักชั์นวา่เปน็ฟงักชั์นทีห่าปรพัินธ์ได้หรอืไม ่ โดยใช้ความสัมพันธ์ของผล
บวกบนและผลบวกลา่ง (ดังในทฤษฎบีท 7.1.3) ตอ่จากน้ันได้แสดงการพสิจูนข์องคณุสมบัตขิองปรพัินธ์
รมัีนน์ รวมถงึได้แสดงให้เหน็วา่ฟงักชั์นทางเดยีวบนชว่งปดิทีม่ขีอบเขตเปน็ฟงักชั์นทีห่าปรพัินธ์ได้บน
ชว่งปดิน้ันๆ และฟงักชั์นทีต่อ่เน ือ่งบนชว่งปดิทีม่ขีอบเขตจะเปน็ฟงักชั์นทีห่าปรพัินธ์ได้บนชว่งปดิน้ัน
ด้วย จากน้ันจงึเปน็ในสว่นของการดำเนนิการทางพชีคณติตา่งๆ สำหรับฟงักชั์นทีห่าปรพัินธ์ได้พร้อม
ยกตัวอยา่งประกอบ และในหัวข้อสดุท้ายของบทนี้ เปน็การแสดงทฤษฎบีททีส่ำคัญของปรพัินธ์ รวม
ถงึเทคนคิวธิซีึง่ถกูนำไปประยกุต์ใช้ในการคำนวณทางแคลคลัูสอย ูเ่สมอ นัน่คอื ทฤษฎบีทหลักมลูของ
แคลคลัูส 1 ทฤษฎบีทหลักมลูของแคลคลัูส 2 ทฤษฎบีทคา่มัชฌมิสำหรับปรพัินธ์ และสดุท้ายคอื สตูร
การหาปริพันธ์โดยแยกสว่นพร้อมตัวอยา่งประกอบ โดยในบทนี้ หวังวา่ผ ู้ อา่นจะได้ทราบถงึพื้นฐาน
ความร ู้ของปรพัินธ์ ตลอดจนเทคนคิวธิที ีน่ำไปประยกุตใ์ช้เปน็พื้นฐานในการศกึษาเร ือ่งปรพัินธใ์นระดับ
ทีส่งูขึ้น
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แบบฝกึหัดท้ายบท
1. กำหนดให้ f เปน็ฟงักชั์นทีม่ขีอบเขตบนชว่งปดิ [a, b] ถ้า P และ Q เปน็ผลแบง่ก้ันของชว่งปดิ

[a, b] และ Q เปน็ผลแบง่ก้ันละเอยีดขึ้นของ P จงพสิจูนว์า่ U(Q, f) ≤ U(P, f)

2. จงพสิจูนบ์ทต้ัง 7.1.1

3. กำหนดให้ f(x) = c สำหรับทกุๆ x ∈ [a, b] จงแสดงวา่ f หาปรพัินธไ์ด้บนชว่งปดิ [a, b] และ∫ b

a
f(x)dx = c(b− a)

4. จงพสิจูนว์า่ สำหรับจำนวนจรงิ k < 0 และ f เปน็ฟงักชั์นทีห่าปรพัินธไ์ด้บนชว่งปดิ [a, b] แล้ว
kf หาปรพัินธไ์ด้ และ ∫ b

a
kf = k

∫ b

a
f

5. กำหนดให้ f และ g เปน็ฟงักชั์นทีห่าปรพัินธ์ได้บนชว่งปดิ [a, b] และ f(x) ≤ g(x) สำหรับ
ทกุๆ x ∈ [a, b] จงพสิจูนว์า่ ∫ b

a

f ≤
∫ b

a

g

6. กำหนดให้ f เปน็ฟงักชั์นทีห่าปรพัินธไ์ด้บนชว่งปดิ [a, b] โดยใช้ทฤษฎบีท 7.1.3 พสิจูนว์า่ ฟงัก-์
ชัน f 2 หาปรพัินธไ์ด้บนชว่งปดิ [a, b]

7. กำหนดให้ f และ g เปน็ฟงักชั์นทีห่าปรพัินธไ์ด้บนชว่งปดิ [a, b] จงพสิจูนว์า่ fg เปน็ฟงักชั์นที่
หาปรพัินธไ์ด้บนชว่งปดิ [a, b] (ข้อเสนอแนะ: fg = (f+g)2−f2−g2

2
)

8. กำหหนดให้ f เปน็ฟงักชั์นทีห่าปรพัินธ์ได้บนชว่งปดิ [a, b] และกำหนดให้ m ≤ f(x) ≤ M

สำหรับทกุๆ x ∈ [a, b] จงพสิจูนว์า่

m(b− a) ≤
∫ b

a

f ≤ M(b− a)



 



บทที่ 8
อนกุรมของจำนวนจรงิ

ในบทเรยีนสดุท้ายของเลม่นี้ เปน็อกีเร ือ่งหนึง่ท ีค่วรต้องศกึษาและทำความเข้าใจ ซึง่เปน็เร ือ่ง
ท ีเ่ก ีย่วข้องกับลำดับของจำนวนจรงิทีไ่ด้กลา่วไปแล้วในบทที่ 3 โดยในบทนี้จะศกึษาเร ือ่ง อนกุรม นัน่เอง
โดยอนกุรม กค็อื การหาผลรวมของลำดับ ดังน้ันในบทนี้จงึจะนำความร ู้ในเร ือ่งของลำดับทีไ่ด้ศกึษาไป
แล้วในบทที่ 3 น้ันมาเปน็เคร ือ่งมอืในการศกึษาและพสิจูนท์ฤษฎบีทด้วย อนกุรมเปน็อกีหนึง่ความร ู้พ ื้น
ฐานในการศกึษาทางคณติศาสตร์เพราะไมว่า่จะเปน็การหาปรพัินธ์ (บทที่ 7) กไ็ด้มกีารใช้เร ือ่งของผล
รวม (sum) เปน็พื้นฐานในการได้มาซึง่บทนยิามของปรพัินธ์ และไมไ่ด้มเีพยีงเทา่น ี้ เน ื้อหาเร ือ่งผลรวม
น้ันยังเปน็เร ือ่งท ีส่ำคัญและได้ถกูใช้บอ่ยๆ รวมท้ังในทางสถติด้ิวย โดยในทางสถติ ิ ผลรวมมักจะอย ูใ่น
สตูรตา่งๆ ยกตัวอยา่งเชน่ การหาคา่เฉลีย่ คา่สว่นเบีย่งเบนมาตรฐาน และในการศกึษาเชงิลกึของสถติกิ ็
ยังมใีนเร ือ่งของการถดถอย อกีท้ังวธิกีำลังสองน้อยสดุ เปน็ต้น ทีไ่ด้นำเร ือ่งผลรวมไปใช้ จากความสำคัญ
ของอนกุรมทีก่ลา่วมา ทำให้เน ื้อหาในบทนี้จงึจะเร ิม่จากพื้นฐานของการกลา่วถงึบทนยิามอนกุรมอนันต์
และการนยิามการล ูเ่ข้าของอนกุรมอนันต์ และพสิจูน์ทฤษฎบีทพื้นฐานทีส่ำคัญของอนกุรมอนันต์ล ูเ่ข้า
ตอ่จากน้ันในหัวข้อทีส่อง จะกลา่วถงึวธิกีารตา่งๆ ทีใ่ช้ในการพจิารณาการล ูเ่ข้าของอนกุรมอนันตพ์ร้อม
ท้ังแสดงบทพสิจูนข์องทฤษฎบีทตา่งๆ ทีเ่ก ีย่วข้องกับการล ูเ่ข้าของอนกุรมอนันตด้์วย ดังน้ัน ในสว่นแรก
ของบทนี้ จงึจะเร ิม่ต้นจากการกลา่วถงึบทนยิามของอนกุรมอนันต์และการล ูเ่ข้าของอนกุรมอนันต์ ดัง
รายละเอยีดตอ่ไปนี้

8.1 อนกุรมอนันต์
เน ื้อหาตลอดบทนี้ จะกำหนดให้ {an}∞n=k เปน็ลำดับอนันตข์องจำนวนจรงิ จะใช้สัญลักษณ์∑n

k=m ak

แทนผลบวก am + am+1 + . . . + an เม ือ่ n ≥ m และจะกลา่ววา่ลำดับ {sn}∞n=1 เปน็ ผลบวกย่อย
(partial sum) ทีเ่กดิจากลำดับของจำนวนจรงิ {an}∞n=1 เม ือ่ sn = a1 + a2 + . . .+ an

บทนยิาม 8.1.1 กำหนดให้ {sn}∞n=1 เปน็ลำดับของผลบวกยอ่ยทีเ่กดิจากลำดับของจำนวนจรงิ {an}∞n=1

เรยีกลำดับ {sn}∞n=1 วา่ อนกุรมอนันต์ (infinite series) หรอื อนกุรม (series) และเขยีนแทนด้วย
a1 + a2 + a3 + . . . หรอื∑∞

k=1 ak

ถ้าลำดับ {sn}∞n=1 ลูเ่ข้า (converge) ส ูจ่ำนวนจรงิ s ∈ R (นัน่คอื limn→∞ sn = s) แล้วจะกลา่วได้
วา่ อนกุรม∑∞

n=1 an = s และจำนวนจรงิ s จะถกูเรยีกวา่ ผลบวก (sum) ของอนกุรม∑∞
n=1 an

และจะกลา่ววา่อนกุรม ∑∞
n=1 an ล ู่ ออก (diverge) ถ้าลำดับ {sn}∞n=1 เปน็ลำดับล ูอ่อก

และถ้าหาก limn→∞ sn = +∞ แล้วจะกลา่ววา่อนกุรม ∑∞
n=1 an ลูอ่อกส ู่ +∞ และเขยีนแทนด้วย∑∞

n=1 an = +∞
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ตอ่ไปเปน็การพจิารณาการล ูเ่ข้าของลำดับทีก่ำหนดให้ตามบทนยิามข้างต้น
ตัวอยา่ง 8.1.1 จงแสดงวา่

1

1 · 2
+

1

2 · 3
+

1

3 · 4
+ . . .+

1

n(n+ 1)
+ . . . =

∞∑
n=1

1

n(n+ 1)
= 1

วิธีทำ เน ือ่งจากผลบวกยอ่ย
sn =

1

1 · 2
+

1

2 · 3
+

1

3 · 4
+ . . .+

1

n(n+ 1)

และ
1

n(n+ 1)
=

1

n
− 1

n+ 1

สำหรับทกุ ๆ n ≥ 1 จงึทำให้ได้วา่

sn =
1

1 · 2
+

1

2 · 3
+

1

3 · 4
+ . . .+

1

n(n+ 1)

=

(
1

1
− 1

2

)
+

(
1

2
− 1

3

)
+

(
1

3
− 1

4

)
+ . . .+

(
1

n
− 1

n+ 1

)
= 1− 1

n+ 1

และเนือ่งจาก limn→∞
(

1
n+1

)
= 0 จงึทำให้ได้วา่ limn→∞ sn = 1 ดังน้ัน

∞∑
n=1

1

n(n+ 1)
= 1

ตัวอยา่ง 8.1.2 จงแสดงวา่∑∞
n=1

1
n(n+1)(n+2)

เปน็อนกุรมล ูเ่ข้าหรอืล ูอ่อก
วิธีทำ กำหนดให้ an = 1

n(n+1)(n+2)
= 1

2

(
1

n(n+1)
− 1

(n+1)(n+2)

)
จะเหน็วา่

a1 =
1

2

(
1

1 · 2
− 1

2 · 3

)
a2 =

1

2

(
1

2 · 3
− 1

3 · 4

)
a3 =

1

2

(
1

3 · 4
− 1

4 · 5

)
...

an =
1

2

(
1

n(n+ 1)
− 1

(n+ 1)(n+ 2)

)
ดังน้ัน sn = 1

2

(
1
1·2 −

1
(n+1)(n+2)

)
พจิารณา

lim
n→∞

sn =
1

2

(
lim
n→∞

1

1 · 2
− lim

n→∞

1

(n+ 1)(n+ 2)

)
=

1

2
· 1
2

=
1

4
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ทำให้ได้วา่∑∞
n=1

1
n(n+1)(n+2)

เปน็อนกุรมล ูเ่ข้าและ∑∞
n=1

1
n(n+1)(n+2)

= 1
4

ตัวอยา่ง 8.1.3 จงแสดงวา่อนกุรมฮาร์มอนิก (Harmonic series) ∑∞
n=1

(
1
n

) ลูอ่อกส ู่+∞

วิธีทำ เน ือ่งจากผลบวกยอ่ย

sn = 1 +
1

2
+

1

3
+ . . .+

1

n

ถ้า m > n แล้วจะได้วา่

sm − sn =
1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ . . .+

1

m

>
1

m
+

1

m
+ . . .+

1

m
(มจีำนวน m− n พจน)์

=
m− n

m

= 1− n

m

ถ้าให้ m = 2n จะได้วา่ s2n − sn > 1
2
นี้แสดงวา่ {sn}∞n=1 ไมเ่ปน็ลำดับโคชี ดังน้ัน โดยทฤษฎบีท

3.2.1 จะได้วา่ {sn}∞n=1 เปน็ลำดับล ูอ่อก และเนือ่งจาก {sn}∞n=1 เปน็ลำดับเพิม่โดยแท้ทีไ่มม่ขีอบเขต
จงึทำให้ได้วา่ limn→∞ sn = +∞ ดังน้ัน

∞∑
n=1

1

n
= +∞

ตอ่ไปจะกลา่วถงึคณุสมบัตพิ ื้นฐานของผลรวมซึง่ถกูนำไปใช้ทางแคลคลัูสอย ูเ่สมอ ดังทฤษ-
ฎบีทตอ่ไปนี้

ทฤษฎบีท 8.1.1 กำหนดให้ ∑∞
n=1 an = s และ ∑∞

n=1 bn = t ดังน้ัน ∑∞
n=1(an + bn) = s + t

และ∑∞
n=1(kan) = ks สำหรับทกุๆ k ∈ R

การพิสจูน์ แบบฝกึหัด

หมายเหตุ จากทฤษฎบีทข้างต้น จะเหน็วา่การบวกกันของอนกุรมอนันต์หรอืการคณูอนกุรมอนันต์
ด้วยคา่คงทีน้ั่น ต้องทราบกอ่นวา่อนกุรมอนันตเ์หลา่น้ันล ูเ่ข้า จงึจะได้ผลลัพธต์ามทฤษฎบีท 8.1.1

ตอ่ไปเปน็ตัวอยา่งของการพจิารณาการล ูเ่ข้าของอนกุรม โดยจะใช้ทฤษฎบีท 8.1.1 มาชว่ยใน
การพจิารณาดังตัวอยา่งตอ่ไปนี้

ตัวอยา่ง 8.1.4 จงพจิารณาวา่ ∑∞
n=1

(
4
3n

+ 2
n(n+1)

)
เปน็อนกุรมล ูเ่ข้าหรอืล ูอ่อก ถ้าล ูเ่ข้าจงหาผล

บวกของอนกุรมน้ัน
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วิธีทำ เน ือ่งจาก
∞∑
n=1

(
4

3n

)
= 4

∞∑
n=1

(
1

3n

)
โดยที่∑∞

n=1

(
1
3n

) เปน็อนกุรมเรขาคณติ และ r = 1
3
โดยที่ |r| < 1 ดังน้ัน∑∞

n=1

(
1
3n

) เปน็อนกุรม
ล ูเ่ข้า ซึง่

∞∑
n=1

(
1

3n

)
=

1
3

1− 1
3

=
1

3
× 3

2
=

1

2

และจากตัวอยา่ง 8.1.1 จะเหน็วา่
∞∑
n=1

2

n(n+ 1)
= 2

∞∑
n=1

1

n(n+ 1)
= 2(1)

ซึง่เปน็อนกุรมล ูเ่ข้า ดังน้ัน∑∞
n=1

(
4
3n

+ 2
n(n+1)

)
เปน็อนกุรมล ูเ่ข้า และ

∞∑
n=1

(
4

3n
+

2

n(n+ 1)

)
=

∞∑
n=1

(
4

3n

)
+

∞∑
n=1

(
2

n(n+ 1)

)
= 4

∞∑
n=1

(
1

3n

)
+ 2

∞∑
n=1

(
1

n(n+ 1)

)
= 4

(
1

2

)
+ 2(1)

= 2 + 2

= 4

ทฤษฎบีทตอ่ไปเปน็การแสดงวา่ถ้าพจิารณาผลรวมของอนกุรมสองอนกุรม โดยทีม่อีนกุรม
หนึง่ล ูอ่อกแล้ว ผลรวมของสองอนกุรมน้ันจะล ูอ่อก ดังรายละเอยีดตอ่ไปนี้

ทฤษฎบีท 8.1.2 กำหนดให้∑∞
n=1 an เปน็อนกุรมล ูเ่ข้าและ∑∞

n=1 bn เปน็อนกุรมล ูอ่อก แล้ว∑∞
n=1(an + bn) เปน็อนกุรมล ูอ่อก

การพิสจูน์ กำหนดให้∑∞
n=1 an เปน็อนกุรมล ูเ่ข้าและ∑∞

n=1 bn เปน็อนกุรมล ูอ่อก
จะแสดงวา่∑∞

n=1(an + bn) เปน็อนกุรมล ูอ่อก โดยจะพสิจูนโ์ดยการหาข้อขัดแย้ง
สมมตใิห้∑∞

n=1(an + bn) เปน็อนกุรมล ูเ่ข้า และจากสมมตฐิานทีว่า่
∑∞

n=1 an เปน็อนกุรม
ล ูเ่ข้า จงึทำให้ได้วา่

∞∑
n=1

((an + bn) + (−1)an) =
∞∑
n=1

bn

เปน็อนกุรมล ูเ่ข้า ซึง่เกดิข้อขัดแย้งกับสมมตฐิานทีว่า่ ∑∞
n=1 bn เปน็อนกุรมล ูอ่อก ดังน้ัน จงึทำให้ได้วา่∑∞

n=1(an + bn) เปน็อนกุรมล ูอ่อก
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ทฤษฎบีทตอ่ไปจะแสดงวา่ถ้าผลรวมอนกุรมอนันต์ล ูเ่ข้า แล้วลมิติของลำดับของอนกุรมน้ัน
จะล ูเ่ข้าส ูศ่นูย์ ดังทฤษฎบีทตอ่ไปนี้

ทฤษฎบีท 8.1.3 ถ้า∑∞
n=1 an เปน็อนกุรมล ูเ่ข้า แล้ว limn→∞ an = 0

การพิสจูน์ กำหนดให้∑∞
n=1 an เปน็อนกุรมล ูเ่ข้า และ {sn}∞n=1 เปน็ลำดับของผลบวกยอ่ยทีเ่กดิจาก

ลำดับ {an}∞n=1 ดังน้ัน จะมจีำนวนจรงิ s ซึง่∑∞
n=1 an = s นัน่คอื limn→∞ sn = s และเนือ่งจาก

an = sn − sn−1

สำหรับทกุๆ n ∈ N ดังน้ัน

lim
n→∞

an = lim
n→∞

sn − lim
n→∞

sn−1

= s− s

= 0

จากทฤษฎบีทข้างต้น โดยการแย้งสลับที่ ทำให้ได้ผลลัพธ์วา่ ถ้า limn→∞ an ̸= 0 แล้ว∑∞
n=1 an ไมเ่ปน็อนกุรมล ูเ่ข้า ดังน้ัน จงึจะใช้ผลลัพธน์ ี้ในการพจิารณาการล ูอ่อก ดังตัวอยา่งตอ่ไปนี้

ตัวอยา่ง 8.1.5 จงพจิารณาวา่อนกุรมตอ่ไปนี้เปน็อนกุรมล ูอ่อก

(1) ∑∞
n=1

n
n+1

(2) ∑∞
n=1 n

วิธีทำ จากทฤษฎบีท 8.1.3 จะนำมาใช้ในการพจิารณาอนกุรมตอ่ไปนี้

(1) กำหนดให้ an = n
n+1

และจะเหน็วา่ limn→∞
n

n+1
= 1 ซึง่ไมเ่ปน็ 0 โดยทฤษฎบีท 8.1.3 จะได้

วา่∑∞
n=1 an ไมเ่ปน็อนกุรมล ูเ่ข้า นัน่คอื∑∞

n=1
n

n+1
เปน็อนกุรมล ูอ่อก

(2) กำหนดให้ an = n และจะเหน็วา่ limn→∞ n = ∞ ซึง่ไมเ่ปน็ 0 โดยทฤษฎบีท 8.1.3 จะได้วา่∑∞
n=1 n เปน็อนกุรมล ูอ่อก

หมายเหตุ ถ้า∑∞
n=1 an และ∑∞

n=1 bn เปน็อนกุรมล ูอ่อก แล้ว∑∞
n=1(an+ bn) อาจจะเปน็อนกุรม

ล ูเ่ข้าหรอืล ูอ่อกกไ็ด้ ยกตัวอยา่งเชน่

(1) ถ้ากำหนดให้ an = n และ bn = −n โดยที่ an+bn = 0 ซึง่จากตัวอยา่งนี้จะเหน็วา่∑∞
n=1 an

และ∑∞
n=1 bn เปน็อนกุรมล ูอ่อก แต ่∑∞

n=1(an + bn) = 0 ซึง่เปน็อนกุรมล ูเ่ข้า

(2) ถ้ากำหนดให้ an = n และ bn = n จะเหน็วา่ an + bn = 2n ซึง่จะเหน็วา่ ∑∞
n=1 an และ∑∞

n=1 bn เปน็อนกุรมล ูอ่อก และ∑∞
n=1(an + bn) = 0 กเ็ปน็อนกุรมล ูอ่อก
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ดังน้ัน จาก (1) และ (2) จงึทำให้เหน็วา่ ถ้า ∑∞
n=1 an และ ∑∞

n=1 bn เปน็อนกุรมล ูอ่อก ทำให้ไม ่
สามารถทีจ่ะตอบได้วา่∑∞

n=1(an + bn) = 0 เปน็อนกุรมล ูเ่ข้าหรอืล ูอ่อกนัน่เอง

ตอ่ไปเปน็ทฤษฎบีททีเ่ก ีย่วข้องกับอนกุรมอนันต์ท ีล่ ูเ่ข้า โดยพจิารณาจากคา่สัมบรูณ์ของผล
รวมบางพจน์ของลำดับดังกลา่ว นัน่คอื ถ้าคา่สัมบรูณ์ของผลรวมบางพจน์ของลำดับดังกลา่วมคีา่น้อย
กวา่ทกุๆ จำนวนจรงิทีม่ากกวา่ศนูย์ แล้วจะทำให้ได้วา่อนกุรมอนันต์น้ันล ูเ่ข้า โดยการตรวจสอบนี้มชี ือ่
วา่ เกณฑโ์คชสีำหรับอนกุรม ดังจะกลา่วในทฤษฎบีทตอ่ไปนี้

ทฤษฎบีท 8.1.4 [เกณฑโ์คชสีำหรับอนกุรม (Cauchy criterion for series)] อนกุรมอนันต์∑∞
n=1 an

จะล ูเ่ข้ากต็อ่เม ือ่ สำหรับทกุๆ จำนวนจรงิ ϵ > 0 จะมีN ∈ N ซึง่ทำให้ |am + am+1 + . . .+ an| < ϵ

สำหรับทกุๆ m,n ∈ N ซึง่ n ≥ m > N

การพิสจูน์ (⇒) กำหนดให้∑∞
n=1 an เปน็ลำดับล ูเ่ข้าและให้จำนวนจรงิ ϵ > 0 จะได้วา่ ลำดับของผล

บวกยอ่ย {sn}∞n=1 เปน็ลำดับล ูเ่ข้า โดยทฤษฎบีท 3.2.1 จะได้วา่ {sn}∞n=1 เปน็ลำดับโคชี จงึทำให้ได้
วา่ จะมีN ∈ N ซึง่ทำให้

|sn − sm| < ϵ

สำหรับทกุๆm,n ∈ N ซึง่m,n > N ดังน้ัน ถ้า n ≥ m > N∗ เม ือ่ N∗ = N+1 แล้วm−1 > N

ทำให้ได้วา่
|am + am+1 + . . .+ an| = |sn − sm−1| < ϵ

(⇐) กำหนดให้แตล่ะจำนวนจรงิ ϵ > 0 จะมีN ∈ N ซึง่ทำให้

|am + am+1 + . . .+ an| < ϵ

สำหรับทกุๆ n,m ∈ N และ n ≥ m > N ดังน้ัน สำหรับทกุๆ n > m > N จะเหน็วา่ m+ 1 > N

จะได้วา่
|sm − sn| = |am+1 + . . .+ an| < ϵ

จงึทำให้ได้วา่ {sn}∞n=1 เปน็ลำดับโคชี ดังน้ันโดยทฤษฎบีท 3.3.6 จะได้วา่ {sn}∞n=1 เปน็ลำดับล ูเ่ข้า ดัง
น้ัน∑∞

n=1 an เปน็อนกุรมล ูเ่ข้า

ตอ่ไปจะแนะนำอนกุรมทีอ่ย ูใ่นรปู
∞∑
n=0

rn = 1 + r + r2 + r3 + . . . (8.1)

เม ือ่ r เปน็จำนวนจรงิใดๆ จะเรยีกอนกุรม (8.1) วา่ อนกุรมเรขาคณิต (geometric series)

ตัวอยา่งตอ่ไปเปน็การแสดงบทพสิจูนข์องการพจิารณาการล ูเ่ข้าของอนกุรมเรขาคณติ โดยที่
พจิารณาบนเง ือ่นไขของ |r| เม ือ่ r สอดคล้อง (8.1)
ตัวอยา่ง 8.1.6 จงแสดงวา่ถ้า |r| < 1 แล้วอนกุรม ∑∞

n=0 r
n ลูเ่ข้าส ู่ 1

1−r
และถ้า |r| ≥ 1 แล้ว

อนกุรม∑∞
n=0 r

n จะเปน็อนกุรมล ูอ่อก
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วิธีทำ จะพจิารณา∑∞
n=0 r

n จงึกำหนดให้ผลบวกยอ่ย

sn = 1 + r + r2 + . . .+ rn

จะเหน็วา่

(1− r)sn = (1− r)(1 + r + r2 + . . .+ rn)

= 1− rn+1

ดังน้ัน
sn =

1− rn+1

1− r

ถ้า |r| < 1 โดยแบบฝกึหัดท้ายบทที่ 3 ข้อ 1 จะได้วา่ limn→∞ rn = 0 ดังน้ัน

lim
n→∞

sn =
1

1− r

เพราะฉะน้ัน
∞∑
n=0

rn =
1

1− r

ถ้า |r| ≥ 1 จะได้วา่ limn→∞ rn ̸= 0 เพราะฉะน้ันโดยทฤษฎบีท 8.1.3 ทำให้ได้วา่ ∑∞
n=0 r

n เปน็
อนกุรมล ูอ่อก

8.2 การทดสอบการลูเ่ขา้ของอนกุรม
จากหัวข้อทีผ่า่นมา ได้มกีารกลา่วถงึการล ูเ่ข้าของของอนกุรมอนันต์ แตใ่นการพจิารณาวา่

อนกุรมจะล ูเ่ข้าหรอืไมน้ั่นจะต้องมวีธิกีารทดสอบ โดยในหัวข้อนี้ จะกลา่วถงึวธิกีารทดสอบการล ูเ่ข้าของ
อนกุรมในวธิตีา่งๆ ได้แก ่ การทดสอบโดยการเปรยีบเทยีบ การทดสอบแบบอัตราสว่น การทดสอบโดย
ราก การทดสอบโดยปรพัินธ์ และการทดสอบอนกุรมสลับ พร้อมท้ังแสดงบทพสิจูน์ของการทดสอบดัง
ทีไ่ด้กลา่วมาข้างต้นด้วย

ทฤษฎบีท 8.2.1 [การทดสอบโดยการเปรยีบเทยีบ (comparison test)] กำหนดให้ ∑∞
n=1 an และ∑∞

n=1 bn เปน็อนกุรมทีม่ทีกุพจน์เปน็จำนวนจรงิท ีไ่มเ่ปน็ลบ (นัน่คอื an ≥ 0 และ bn ≥ 0 สำหรับ
ทกุๆ n ∈ N) และมจีำนวนจรงิ M > 0 และ n0 ∈ N ซึง่

0 ≤ an ≤ Mbn

สำหรับทกุ n > n0 แล้วข้อความตอ่ไปนี้เปน็จรงิ

(1) ถ้าอนกุรม∑∞
n=1 bn ลูเ่ข้า แล้วอนกุรม∑∞

n=1 an ลูเ่ข้า

(2) ถ้าอนกุรม∑∞
n=1 an = +∞ แล้วอนกุรม∑∞

n=1 bn = +∞
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การพิสจูน์ กำหนดให้จำนวนจรงิ M > 0 และ n0 ∈ N ซึง่ 0 ≤ an ≤ Mbn สำหรับทกุ n > n0 จะ
เหน็วา่ ถ้า n0 ≤ m < k แล้ว

0 ≤
k∑

n=m+1

an ≤
k∑

n=m+1

Mbn

(1) กำหนดให้อนกุรม∑∞
n=1 bn ลูเ่ข้า โดยทฤษฎบีท 8.1.4 สำหรับทกุๆ จำนวนจรงิ ϵ > 0 จะมจีำนวน-

นับ k0 ≥ n0 ซึง่ทำให้
k∑

n=m+1

bn <
ϵ

M

สำหรับทกุๆ k > m ≥ k0 ดังน้ัน

0 ≤
k∑

n=m+1

an

≤
k∑

n=m+1

Mbn

= M
k∑

n=m+1

bn

< M
( ϵ

M

)
= ϵ

สำหรับทกุๆ k > m > k0 โดยทฤษฎบีท 8.1.4 จงึได้วา่∑∞
n=1 an ลูเ่ข้า

(2) กำหนดให้ ∑∞
n=1 an = +∞ จะได้วา่ อนกุรม ∑∞

n=1 an ลูอ่อก โดยข้อ (1) ทำให้ได้วา่ อนกุรม∑∞
n=1 bn ลูอ่อกด้วย และเนือ่งจาก bn ≥ 0 สำหรับทกุๆ n ∈ N จะได้วา่ ลำดับของผลบวกยอ่ย

{tn}∞n=1 ทีเ่กดิจาก {bn}∞n=1 ซึง่เปน็ลำดับเพิม่ทางเดยีว เพราะฉะน้ัน limn→∞ tn = +∞ ดังน้ัน∑∞
n=1 bn = +∞

ตัวอยา่งตอ่ไป จะพจิารณาอนกุรมอนันตว์า่ล ูเ่ข้าหรอืไม ่ โดยใช้วธิกีารทดสอบโดยการเปรยีบ
เทยีบ
ตัวอยา่ง 8.2.1 จงตรวจสอบวา่อนกุรม∑∞

n=1
1

(n+1)2
ลูเ่ข้าหรอืล ูอ่อก

วิธีทำ จากตัวอยา่ง 8.1.1 ทราบวา่∑∞
n=1

1
n(n+1)

= 1 นัน่คอื∑∞
n=1

1
n(n+1)

ลูเ่ข้า และเนือ่งจาก
1

(n+ 1)2
<

1

n(n+ 1)

สำหรับทกุๆ n ∈ N โดยทฤษฎบีท 8.2.1 จะได้วา่∑∞
n=1

1
(n+1)2

ลูเ่ข้า

ตอ่ไปจะแนะนำอนกุรมล ูเ่ข้าแบบสัมบรูณ์ ซึง่เปน็การกลา่วถงึอนกุรมของลำดับทีอ่ย ูใ่นคา่-
สัมบรูณ์ ดังบทนยิามตอ่ไปนี้
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บทนยิาม 8.2.1 ถ้า∑∞
n=1|an| เปน็อนกุรมล ูเ่ข้า จะกลา่ววา่ อนกุรม

∑∞
n=1 an เปน็อนกุรมล ู่เข้าแบบ

สัมบรูณ์ (absolutely convergent series) และถ้าอนกุรม∑∞
n=1 an ลูเ่ข้า แตอ่นกุรม∑∞

n=1|an| ลู่
ออก จะกลา่ววา่ อนกุรม∑∞

n=1 an ล ู่เข้าแบบมีเง่ือนไข (conditionally convergent series)

ตอ่ไปเปน็การแสดงให้เหน็วา่ ถ้าอนกุรมอนันต์ล ูเ่ข้าแบบสัมบรูณ์แล้วอนกุรมน้ันจะล ูเ่ข้า ดัง
ทฤษฎบีทตอ่ไปนี้

ทฤษฎบีท 8.2.2 ถ้าอนกุรม∑∞
n=1 an เปน็อนกุรมล ูเ่ข้าแบบสัมบรูณ์ แล้วอนกุรม∑∞

n=1 an จะล ูเ่ข้า

การพิสจูน์ กำหนดให้อนกุรม∑∞
n=1 an เปน็อนกุรมล ูเ่ข้าแบบสัมบรูณ์ นัน่คอื อนกุรม∑∞

n=1|an| เปน็
อนกุรมล ูเ่ข้า จากทฤษฎบีท 8.1.4 จะได้วา่ สำหรับทกุๆ จำนวนจรงิ ϵ > 0 จะมีN ∈ N ซึง่ทำให้

||am|+ |am+1|+ . . .+ |an|| < ϵ

สำหรับทกุๆ n ≥ m > N ดังน้ัน

|am + am+1 + . . .+ an| ≤ ||an|+ |am+1|+ . . .+ |an||
< ϵ

โดยทฤษฎบีท 8.1.4 จงึทำให้ได้วา่ อนกุรม∑∞
n=1 an ลูเ่ข้า

ตอ่ไปจะยกตัวอยา่งของอนกุรมอนันตท์ ีล่ ูเ่ข้าแบบสัมบรูณ์

ตัวอยา่ง 8.2.2 จงแสดงวา่อนกุรม∑∞
n=1

(−1)n

n2 ลูเ่ข้าแบบสัมบรูณ์

วิธีทำ จะพจิารณา∑∞
n=1

∣∣∣ (−1)n

n2

∣∣∣ โดยจะเหน็วา่สำหรับกรณที ี่ n > 3 จะได้วา่∣∣∣∣(−1)n

n2

∣∣∣∣ = 1

n2
≤ 2

(n+ 1)2

และจากตัวอยา่ง 8.2.1 ทราบวา่∑∞
n=1

1
(n+1)2

เปน็อนกุรมล ูเ่ข้า ดังน้ันโดยทฤษฎบีท 8.1.1 ข้อ (2) จงึ
ทำให้ได้วา่

∞∑
n=1

2

(n+ 1)2

เปน็อนกุรมล ูเ่ข้า และใช้ทฤษฎบีท 8.2.1 ข้อ (1) จะได้วา่
∞∑
n=1

1

n2

เปน็อนกุรมล ูเ่ข้า ดังน้ัน
∞∑
n=1

∣∣∣∣(−1)n

n2

∣∣∣∣
เปน็อนกุรมล ูเ่ข้า จงึทำให้สรปุได้วา่∑∞

n=1
(−1)n

n2 ลูเ่ข้าแบบสัมบรูณ์
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ตอ่ไปจะกลา่วถงึอกีหนึง่วธิกีารทดสอบการล ูเ่ข้าของอนกุรมอนันต์ นัน่คอื การทดสอบโดย
อัตราสว่น ดังทฤษฎบีทตอ่ไปนี้
ทฤษฎบีท 8.2.3 [การทดสอบโดยอัตราสว่น (ratio test)] กำหนดให้ ∑∞

n=1 an เปน็อนกุรมทีม่ทีกุ
พจนไ์มเ่ปน็ศนูย์ ดังน้ันข้อความตอ่ไปนี้เปน็จรงิ
(1) ถ้า limn→∞ sup

∣∣∣an+1

an

∣∣∣ < 1 แล้วอนกุรม∑∞
n=1 an ลูเ่ข้าแบบสัมบรูณ์

(2) ถ้า limn→∞ inf
∣∣∣an+1

an

∣∣∣ > 1 แล้วอนกุรม∑∞
n=1 an ลูอ่อก

(3) ถ้า limn→∞ inf
∣∣∣an+1

an

∣∣∣ ≤ 1 ≤ limn→∞ sup
∣∣∣an+1

an

∣∣∣ แล้วการทดสอบนี้ไมม่ข้ีอสรปุ
การพิสจูน์ กำหนดให้∑∞

n=1 an เปน็อนกุรมทีม่ทีกุพจนไ์มเ่ปน็ศนูย์
(1) กำหนดให้ limn→∞ sup

∣∣∣an+1

an

∣∣∣ = L ถ้า L < 1 แล้วโดยทฤษฎบีท 1.3.7 จะได้วา่จะมจีำนวน-
ตรรกยะ r ซึง่ L < r < 1 โดยทฤษฎบีท 3.3.7 จงึทำให้ได้วา่ จะมีN ∈ N ซึง่ทำให้∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ ≤ r

สำหรับทกุๆ n > N จงึทำให้ได้วา่
|an+1| ≤ r|an|

สำหรับทกุๆ n > N ดังน้ัน
|aN+k| ≤ r|aN+(k−1)|

≤ r2|aN+(k−2)|
...
≤ rk|aN |

สำหรับทกุๆ k ∈ N และเนือ่งจาก 0 < r < 1 และจากตัวอยา่ง 8.1.6 จะได้วา่อนกุรมเรขาคณติ∑∞
k=1 r

k ลูเ่ข้า จงึได้วา่∑∞
k=1 r

k|aN | เปน็อนกุรมล ูเ่ข้า โดยทฤษฎบีท 8.2.1 ทำให้ได้วา่ อนกุรม∑∞
k=1|aN+k| เปน็อนกุรมล ูเ่ข้า ดังน้ัน ∑∞

k=1 aN+k เปน็อนกุรมล ูเ่ข้าแบบสัมบรูณ์ จงึได้วา่∑∞
n>N an เปน็อนกุรมล ูเ่ข้าแบบสัมบรูณ์ ดังน้ัน∑∞

n=1 an เปน็อนกุรมล ูเ่ข้าแบบสัมบรูณ์

(2) กำหนดให้ limn→∞ inf
∣∣∣an+1

an

∣∣∣ > 1 โดยทฤษฎบีท 3.3.7 จะได้วา่ จะมี n0 ∈ N ซึง่ทำให้∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ > 1

สำหรับทกุๆ n > n0 ทำให้ได้วา่
|an+1| > |an|

สำหรับทกุๆ n > n0 และเนือ่งจาก {an} เปน็ลำดับทีท่กุพจนไ์มเ่ปน็ศนูย์
ดังน้ัน limn→∞|an| ̸= 0 ทำให้ได้วา่ limn→∞ an ̸= 0 โดยทฤษฎบีท 8.1.3 จะได้วา่∑∞

n=1 an

เปน็อนกุรมล ูอ่อก
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(3) จากตัวอยา่ง 8.2.2 จะเหน็วา่∑∞
n=1

(
1
n2

) ลูเ่ข้า และ
lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣ n2

(n+ 1)2

∣∣∣∣
= 1

และจากตัวอยา่ง 8.1.3 ทราบวา่อนกุรมฮารม์อนกิ∑∞
n=1

(
1
n

) ลูอ่อก ซึง่

lim
n→∞

∣∣∣∣ n

n+ 1

∣∣∣∣ = 1

นัน่คอื ท้ังสองอนกุรม
lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = 1

จากท้ังสองอนกุรมอนันตม์ ี limn→∞ sup
∣∣∣an+1

an

∣∣∣ = 1 และ limn→∞ inf
∣∣∣an+1

an

∣∣∣ = 1 แตจ่ะเหน็
วา่อนกุรมหนึง่ล ูเ่ข้าสว่นอกีอนกุรมหนึง่ล ูอ่อก จงึทำให้ไมส่ามารถสรปุได้วา่ถ้าสำหรับอนกุรมซึง่
limn→∞ inf

∣∣∣an+1

an

∣∣∣ ≤ 1 ≤ limn→∞ sup
∣∣∣an+1

an

∣∣∣ แล้วอนกุรมเหลา่น้ันอาจจะล ูเ่ข้าหรอืล ูอ่อก
กไ็ด้

ตัวอยา่งตอ่ไปเปน็การนำการทดสอบโดยอัตราสว่นมาใช้ในการพจิารณาการล ูเ่ข้าของอนกุรม
ดังแสดงในตัวอยา่งตอ่ไปนี้
ตัวอยา่ง 8.2.3 จงพจิารณาวา่อนกุรมอนันต์∑∞

n=1

(
2 + sin nπ

2

)
rn จะล ูเ่ข้าเม ือ่ r มคีา่เทา่ใด

วิธีทำ จากโจทยจ์ะใช้การทดสอบโดยอัตราสว่นในการพจิารณาการล ูเ่ข้า ถ้ากำหนดให้
an =

(
2 + sin nπ

2

)
rn แล้วจะได้วา่

an+1

an
=

(
2 + sin (n+1)π

2

)
rn+1(

2 + sin nπ
2

)
rn

= r

(
2 + sin (n+1)π

2

)
(
2 + sin nπ

2

)
จากข้างต้นจะเหน็วา่ ถ้า n = 1, 2, 3, · · · แล้วคา่ของ an+1

an
ทีเ่ปน็ไปได้ คอื 3r

2
หรอื 2r

3
หรอื r

2
หรอื

2r ดังน้ัน

lim
n→∞

sup
(
an+1

an

)
= 2r

และ

lim
n→∞

inf
(
an+1

an

)
=

r

2

จงึทำให้ได้วา่∑∞
n=1 an จะล ูเ่ข้าเม ือ่ 0 < r < 1

2
และล ูอ่อกเม ือ่ r > 2 ซึง่กรณที ี่ 1

2
≤ r ≤ 2 น้ันไม ่

สามารถสรปุได้ในการทดสอบชนดินี้
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ตัวอยา่ง 8.2.4 จงทดสอบวา่∑∞
n=1

2n

n!
ลูเ่ข้าหรอืล ูอ่อก

วิธีทำ กำหนดให้ an = 2n

n!
จะเหน็วา่ an+1 =

2n+1

(n+1)!
ดังน้ัน∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 2n+1

(n+ 1)!
· n!
2n

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ 2

n+ 1

∣∣∣∣
=

2

n+ 1

พจิารณา limn→∞

∣∣∣an+1

an

∣∣∣ = limn→∞
2

n+1
= 0 < 1 ดังน้ัน∑∞

n=1
2n

n!
เปน็อนกุรมล ูเ่ข้า

ตัวอยา่ง 8.2.5 จงตรวจสอบวา่∑∞
n=1

en

3ln n ลูเ่ข้าหรอืล ูอ่อก

วิธีทำ กำหนดให้ an = en

3ln n จะเหน็วา่ an+1 =
en+1

3ln(n+1) ดังน้ัน∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ en+1

3ln(n+1)
· 3

lnn

en

∣∣∣∣
=

∣∣∣ e

3ln(n+1)−lnn

∣∣∣
=

e

3ln(n+1
n )

ดังน้ัน

lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = lim
n→∞

e

3ln(n+1
n )

=
e

30

= e

> 1

จงึทำให้ได้วา่ อนกุรมล ูอ่อก

สำหรับการทดสอบชนดิถัดไปเปน็การทดสอบโดยราก โดยจะแสดงบทพสิจูนใ์นทฤษฎบีทตอ่
ไปนี้

ทฤษฎบีท 8.2.4 [การทดสอบโดยราก (root test)] กำหนดให้ ∑∞
n=1 an เปน็อนกุรมอนันต์และ

limn→∞ sup|an|
1
n = A ดังน้ันข้อความตอ่ไปนี้เปน็จรงิ

(1) ถ้า A < 1 แล้วอนกุรม∑∞
n=1 an ลูเ่ข้าแบบสัมบรูณ์

(2) ถ้า A > 1 แล้วอนกุรม∑∞
n=1 an ลูอ่อก

(3) ถ้า A = 1 แล้วการทดสอบนี้ไมม่ข้ีอสรปุ

การพิสจูน์ กำหนดให้∑∞
n=1 an เปน็อนกุรมอนันตแ์ละ limn→∞ sup|an|

1
n = A
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(1) กำหนดให้ A < 1 โดยทฤษฎบีท 1.3.7 จะได้วา่จะมจีำนวนตรรกยะ r ซึง่ A < r < 1 และโดย
ทฤษฎบีท 3.3.7 จะได้วา่ จะมีN ∈ N ซึง่ทำให้

|an|
1
n < r

สำหรับทกุๆ n > N ทำให้ได้วา่
|an| < rn

สำหรับทกุๆ n > N เน ือ่งจาก |r| < 1 โดยตัวอยา่ง 8.1.6 จงึทำให้ได้วา่ อนกุรมเรขาคณติ∑∞
n=1 r

n ลูเ่ข้า และโดยทฤษฎบีท 8.2.1 จงึทำให้ได้วา่ ∑∞
n=1|an| เปน็อนกุรมล ูเ่ข้า ดังน้ัน

อนกุรม∑∞
n=1 an ลูเ่ข้าแบบสัมบรูณ์

(2) กำหนดให้ A > 1 โดยทฤษฎบีท 3.3.7 จะได้วา่ จะมีN ∈ N ซึง่ทำให้

1 ≤ |an|
1
n

สำหรับทกุๆ n > N ทำให้ได้วา่
1 ≤ |an|

สำหรับทกุๆ n > N โดยทฤษฎบีท 3.1.1 จงึทำให้ได้วา่ limn→∞|an| > 0 สำหรับทกุๆ n ∈ N
ดังน้ัน limn→∞ an ̸= 0 โดยทฤษฎบีท 8.1.3 จะได้วา่∑∞

n=1 an เปน็อนกุรมล ูอ่อก

(3) จากตัวอยา่ง 8.1.3 และตัวอยา่ง 8.2.2 ทราบวา่อนกุรม∑∞
n=1

1
n2 เปน็อนกุรมล ูเ่ข้า และอนกุรม∑∞

n=1
1
n
ลูอ่อก และเนือ่งจากแบบฝกึหัดท้ายบทที่ 3 ข้อ 7 ได้วา่ limn→∞ n

1
n = 1 จงึทำให้ได้

วา่

lim
n→∞

∣∣∣∣ 1n2

∣∣∣∣ 1n = lim
n→∞

1

(n2)
1
n

= lim
n→∞

1

(n
1
n )2

=
1

limn→∞(n
1
n )2

=
1

12

= 1

และในทำนองเดยีวกัน จะได้วา่ limn→∞
∣∣ 1
n

∣∣ 1n = 1 ซึง่จะเหน็ได้วา่ ∑∞
n=1

∣∣ 1
n2

∣∣ = 1 และ∑∞
n=1

∣∣ 1
n

∣∣ = 1 แต่∑∞
n=1

1
n2 เปน็อนกุรมล ูเ่ข้า และอนกุรม ∑∞

n=1
1
n
ลูอ่อก จงึทำให้ไมส่า-

มารถสรปุได้วา่ ถ้า limn→∞|an|
1
n = 1 แล้ว∑∞

n=1 an จะล ูเ่ข้าหรอืล ูอ่อก

ตอ่ไปเปน็ตัวอยา่งของการใช้การทดสอบโดยราก เพือ่พจิารณาการล ูเ่ข้าของอนกุรมอนันต์
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ตัวอยา่ง 8.2.6 จงตรวจสอบวา่อนกุรม∑∞
n=1

(
n
2n

) ลูเ่ข้าหรอืล ูอ่อก
วิธีทำ กำหนดให้ an = n

2n
สำหรับทกุๆ n ∈ N จะเหน็วา่

an+1

an
=

(
n+ 1

2n+1

)(
2n

n

)
=

n+ 1

2n

ทำให้ได้วา่ limn→∞

∣∣∣an+1

an

∣∣∣ = 1
2
โดยทฤษฎบีท 8.2.4 จงึทำให้ได้วา่∑∞

n=1

(
n
2n

) ลูเ่ข้า
ในทำนองเดยีวกัน เนือ่งจาก |an|

1
n = n

1
n

2
สำหรับทกุๆ n ∈ N จะได้วา่

lim
n→∞

|an|
1
n = lim

n→∞

(
n

1
n

2

)
=

1

2
lim
n→∞

(
n

1
n

)
=

1

2
lim
n→∞

(
e

1
n

lnn
)

=
1

2

(
elimn→∞

ln n
n

)
=

1

2

(
e0
)

=
1

2

โดยทฤษฎบีท 8.2.4 จะได้วา่∑∞
n=1

n
2n

ลูเ่ข้า

ตัวอยา่ง 8.2.7 จงทดสอบวา่∑∞
n=1

(
n

ln(2n+1)

)n
เปน็อนกุรมล ูเ่ข้าหรอืล ูอ่อก

วิธีทำ กำหนดให้ an =
(

n
ln(2n+1)

)n
โดยที่ |an| 1n = n

ln(2n+1)
ซึง่จะเหน็วา่ limn→∞

n
ln(2n+1)

อยูใ่น
รปู ∞

∞ จงึต้องใช้กฎโลปติาล ทำให้ได้วา่

lim
n→∞

n

ln(2n + 1)
= lim

n→∞

1(
1

2n+1

)
d
dn
(2n + 1)

= lim
n→∞

2n + 1

2n ln 2

= lim
n→∞

1

ln 2

(
2n + 1

2n

)
=

1

ln 2
lim
n→∞

(
1 +

1

2n

)
=

1

ln 2

ซึง่ 0 < ln 2 < ln e = 1 ดังน้ัน 1
ln 2

> 1 ดังน้ัน อนกุรมล ูอ่อก

ตอ่ไปจะเปน็การทดสอบการล ูเ่ข้าของอนกุรมอนันต์โดยปรพัินธ์ ซึง่มกีารพจิารณาการล ูเ่ข้า
ดังทฤษฎบีทตอ่ไปนี้
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ทฤษฎบีท 8.2.5 [การทดสอบโดยปรพัินธ์ (integral test)] กำหนดให้ f เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งบนชว่ง
[0,∞) และกำหนดให้ f เปน็ฟงักชั์นลดลงทีเ่ปน็บวก (นัน่คอื สำหรับทกุๆ x1, x2 ∈ [0,∞) ถ้า x1 <

x2 แล้ว f(x1) ≥ f(x2) > 0) ดังน้ัน อนกุรม ∑∞
n=1 f(n) ลูเ่ข้า กต็อ่เม ือ่ limn→∞

(∫ n

1
f(x)dx

)
หาคา่ได้

การพิสจูน์ กำหนดให้ an = f(n) และ bn =
∫ n+1

n
f(x)dx เม ือ่ n = 1, 2, . . . เน ือ่งจาก f เปน็

ฟงักชั์นลดลง จะได้วา่ แตล่ะ n ∈ N จะได้วา่

f(n) ≥ f(x) ≥ f(n+ 1)

สำหรับทกุๆ x ∈ [n, n+ 1] โดยแบบฝกึหัดท้ายบทที่ 7 ข้อ 8 จะได้วา่

f(n+ 1) ≤
∫ n+1

n

f(x)dx ≤ f(n)

เพราะฉะน้ัน จะได้วา่
0 < an+1 ≤ bn ≤ an

สำหรับทกุๆ n ∈ N
(⇒) สมมตใิห้อนกุรม ∑∞

n=1 f(n) ลูเ่ข้า นัน่คอื อนกุรม ∑∞
n=1 an ลูเ่ข้า ดังน้ันโดยทฤษฎบีท 8.2.1

จะได้วา่∑∞
n=1 bn ลูเ่ข้า นัน่คอื limn→∞

(∫ n

1
f(x)dx

) หาคา่ได้นัน่เอง
(⇐) สมมตใิห้ limn→∞

(∫ n

1
f(x)dx

) หาคา่ได้ ทำให้ได้วา่ ∑∞
n=1 bn ลูเ่ข้า โดยทฤษฎบีท 8.2.1 จะ

ได้วา่อนกุรม∑∞
n=1 an ลูเ่ข้า นัน่คอื∑∞

n=1 f(n) เปน็อนกุรมล ูเ่ข้า

ตอ่ไปเราจะใช้การทดสอบโดยปรพัินธ์ พจิารณาการล ูเ่ข้าของอนกุรมอนันต์

ตัวอยา่ง 8.2.8 จงพจิารณาวา่อนกุรมพี (p-series) ตอ่ไปนี้
∞∑
n=1

1

np
=

1

1p
+

1

2p
+

1

3p
+ . . .

วา่เปน็อนกุรมล ูเ่ข้าหรอืล ูอ่อก

วิธีทำ เน ือ่งจาก limn→∞
np

(n+1)p
= 1 และ limn→∞

∣∣ 1
np

∣∣ 1n = 1 ดังน้ันจงึไมส่ามารถใช้การทดสอบ
โดยอัตราสว่นและการทดสอบโดยรากได้ จงึจะทดสอบโดยใช้การทดสอบโดยปรพัินธ์
กรณทีี่ 1 ถ้า p = 1 แล้ว ∑∞

n=1
1
np =

∑∞
n=1

1
n
โดยตัวอยา่ง 8.1.3 ได้วา่ ∑∞

n=1
1
np เปน็อนกุรมล ู่

ออก
กรณทีี่ 2 ถ้า p ≤ 0 แล้วจะได้วา่ limn→∞

1
np ̸= 0 โดยทฤษฎบีท 8.1.3 จะได้วา่ ∑∞

n=1
1
np เปน็

อนกุรมล ูอ่อก
กรณทีี่ 3 ถ้า p > 0 ในกรณนี ี้ จะกำหนดให้ f(x) = 1

xp ถ้า p ̸= 1 แล้ว∫ n

1

1

xp
dx =

[
− 1

xp−1(p− 1)

]n
1

=
1

p− 1

(
1− 1

np−1

)
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ดังน้ัน limn→∞
∫ n

1
1
xpdx = 1

p−1
เม ือ่ p > 1 และจะเหน็วา่ limn→∞

∫ n

1
1
xpdx = ∞ เม ือ่ 0 < p < 1

ดังน้ันโดยการทดสอบโดยปรพัินธ์ จะได้วา่ ∑∞
n=1

(
1
np

) ลูเ่ข้า เม ือ่ p > 1 และล ูอ่อกเม ือ่ 0 < p < 1

ดังน้ันจากทกุกรณีข้างต้นจงึทำให้สรปุได้วา่ อนกุรม ∑∞
n=1

1
np ลูเ่ข้า เม ือ่ p > 1 และลูอ่อก เมือ่

p ≤ 1

ตัวอยา่ง 8.2.9 จงทดสอบวา่∑∞
n=1

1√
ne

√
n ลูเ่ข้าหรอืล ูอ่อก

วิธีทำ กำหนดให้ f(x) = 1√
xe

√
x เม ือ่ x ≥ 1 จะเหน็วา่

f ′(x) =
(−1)

(
√
xe

√
x)2

[√
xe

√
x d

dx
(
√
x) + e

√
x d

dx
(
√
x)

]
=

(−1)

(
√
xe

√
x)2

[√
xe

√
x

(
1

2
√
x

)
+ e

√
x

(
1

2
√
x

)]

ซึง่จะเหน็วา่ f ′(x) < 0 สำหรับทกุๆ x ≥ 1 ดังน้ัน f เปน็ฟงักชั์นลดและเปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งบน
[1,∞) พจิารณา ∫ n

1

f(x)dx =

∫ n

1

1√
xe

√
x
dx

= − 2

e
√
n
+

2

e

ดังน้ัน limn→∞
∫ n

1
f(x)dx = 2

e
เปน็อนกุรมล ูเ่ข้านัน่เอง

และสดุท้ายของบทนี้ จะกลา่วถงึบทนยิามของอนกุรมสลับ ดังบทนยิามตอ่ไปนี้

บทนยิาม 8.2.2 กำหนดให้ ∑∞
n=1 an เปน็อนกุรมอนันต์ ถ้าพจน์ในอนกุรมนี้ มคีา่สลับกันระหวา่ง

จำนวนจรงิบวกและจำนวนจรงิลบแล้วจะเรยีกอนกุรมนี้วา่ อนกุรมสลับ (alternating series)

ตอ่ไปเปน็ทฤษฎบีททีเ่ก ีย่วข้องกับอนกุรมสลับ ซึง่มรีายละเอยีดดังตอ่ไปนี้

ทฤษฎบีท 8.2.6 ถ้าลำดับ {an} เปน็ลำดับลดลงทางเดยีวของจำนวนจรงิบวกและ limn→∞ an = 0

แล้วอนกุรม∑∞
n=1(−1)n+1an ลูเ่ข้า

การพิสจูน์ กำหนดให้ {an}∞n=1 เปน็ลำดับลดทางเดยีวของจำนวนจรงิบวก และ limn→∞ an = 0

และให้ {sn}∞n=1 เปน็ลำดับของผลบวกยอ่ยทีเ่กดิจากลำดับ {(−1)n+1an} จะได้วา่

s2n = a1 − a2 + a3 − a4 + . . .+ a2n−1 − a2n

เน ือ่งจาก {an}∞n=1 เปน็ลำดับลดทางเดยีว จะได้วา่ ak − ak+1 ≥ 0 สำหรับทกุๆ k ∈ N ดังน้ัน

s2(n+1) − s2n = s2n+2 − s2n = a2n+1 − a2n+2 ≥ 0

สำหรับทกุๆ n ∈ N จงึทำให้ได้วา่ลำดับยอ่ย {s2n}∞n=1 เปน็ลำดับเพิม่ทางเดยีว นอกจากนี้ จะเหน็วา่

s2n = a1 − (a2 − a3)− . . .− (a2n−2 − a2n−1)− a2n ≤ a1
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ดังน้ัน ลำดับ {s2n}∞n=1 เปน็ลำดับทีม่ขีอบเขตบน โดยทฤษฎบีท 3.3.1 จะได้วา่ ลำดับยอ่ย {s2n} ลู่
เข้าส ูบ่างจำนวนจรงิ s และสำหรับผลบวกยอ่ยของจำนวนคีเ่ราจะทราบวา่

s2n+1 = a1 − a2 + a3 − a4 + . . .+ a2n−1 − a2n + a2n+1

โดยกระบวนการเดยีวกับข้างต้น จะได้วา่ ลำดับยอ่ย {s2n+1}∞n=1 เปน็ลำดับลดทางเดยีวและมขีอบเขต
ลา่งเปน็ 0 ดังน้ัน จะมจีำนวนยอ่ยของ {s2n+1}∞n=1 เปน็ลำดับล ูเ่ข้า

เน ือ่งจาก s2n+1 = s2n + a2n+1 สำหรับทกุ n ∈ N และ limn→∞ a2n+1 = 0 จงึทำให้ได้
วา่

lim
n→∞

s2n+1 = lim
n→∞

s2n = s

สำหรับบาง s ∈ R ทำให้ได้วา่ สำหรับทกุๆ จำนวนจรงิ ϵ > 0 จะได้วา่จะมจีำนวนนับ N1 และ N2 ซึง่
ทำให้

|s2n − s| < ϵ สำหรับทกุๆ n > N1

และ
|s2n+1 − s| < ϵ สำหรับทกุๆ n > N2

ดังน้ัน ถ้าให้ N = max{2N1, 2N2 + 1} แล้วจะได้วา่
|sn − s| < ϵ สำหรับทกุๆ n > N

นัน่คอื limn→∞ sn = s จงึกลา่วได้วา่อนกุรม ∑∞
n=1(−1)n+1an = s นัน่คอื ∑∞

n=1(−1)n+1an ลู่
เข้า

ในตัวอยา่งสดุท้ายนี้ จงึจะพจิารณาอนกุรมสลับโดยใช้ทฤษฎบีท 8.2.6 มาชว่ยในการพ-ิ
จารณา ดังตัวอยา่งตอ่ไปนี้

ตัวอยา่ง 8.2.10 จงตรวจสอบวา่อนกุรม∑∞
n=1(−1)n+1

(
1
n

) ลูเ่ข้าหรอืล ูอ่อก
วิธีทำ พจิารณาเชน่เดยีวกับตัวอยา่ง 8.2.2 จะได้วา่ ∑∞

n=1(−1)n+1
(
1
n

) ลูเ่ข้า และถ้าพจิารณาโดย
ทฤษฎบีท 8.2.6 จะเหน็วา่ เน ือ่งจาก limn→∞

(
1
n

)
= 0 และ 1

n
> 0 สำหรับทกุๆ n ∈ N และ { 1

n
}

เปน็ลำดับลดลงทางเดยีวของจำนวนจรงิบวก ดังน้ันโดยทฤษฎบีท 8.2.6 จงึได้วา่อนกุรม∑∞
n=1(−1)n+1

(
1
n

)
เปน็อนกุรมล ูเ่ข้า

8.3 บทสรปุ
เน ื้อหาในบทนี้ ได้กลา่วถงึบทนยิามของอนกุรมอนันต์ การล ูเ่ข้าและล ูอ่อกของอนกุรมอนันต์

และคณุสมบัตพิ ื้นฐานของอนกุรมอนันต์ รวมถงึได้กลา่วถงึทฤษฎบีททีส่ำคัญคอื เกณฑ์โคชสีำหรับอน-ุ
กรม (ทฤษฎบีท 8.1.4) ซึง่เปน็ทฤษฎบีทหนึง่ท ีช่ว่ยให้เราพจิารณาการล ูเ่ข้าของอนกุรมอนันต์พร้อม
แสดงบทพสิจูน์ และตอ่จากน้ัน ในสว่นทีส่องได้นำเสนอวธิกีารทดสอบอนกุรมอนันต์ในวธิกีารตา่งๆ
เพือ่เปน็การตรวจสอบการล ูเ่ข้าของอนกุรมอนันต์ โดยในทีน่ ี้ ได้กลา่วถงึ การทดสอบโดยการเปรยีบ
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เทยีบ การทดสอบโดยอัตราสว่น การทดสอบโดยราก และการทดสอบโดยปรพัินธ์ และสดุท้ายของหัว-
ข้อนี้ เราได้กลา่วถงึอนกุรมสลับ รวมท้ังการพจิารณาการล ูเ่ข้าของอนกุรมอนันตข์องอนกุรมสลับด้วย ซึง่
ท้ังหมดทีก่ลา่วมานี้ เพ ือ่ให้ผ ู้อา่นได้ร ู้จักอนกุรมอนันต์ และทราบเคร ือ่งมอืทีช่ว่ยในการพจิารณาหรอื
หาคา่ของอนกุรมอนันต์น้ันๆ พร้อมท้ังมตัีวอยา่งประกอบ และยิง่ไปกวา่น้ันผ ู้อา่นสามารถค้นคว้าและ
ศกึษาเพิม่เตมิได้จากเอกสารอ้างองิท้ายเลม่นี้

แบบฝกึหัดท้ายบท
1. จงพสิจูนท์ฤษฎบีท 8.1.1

2. ตงตรวจสอบวา่อนกุรมในข้อตอ่ไปนี้ล ูเ่ข้าหรอืล ูอ่อก พร้อมอธบิายเหตผุล

2.1 ∑∞
n=1

1
n−

√
2

2.2 ∑∞
n=1

n3

2n

2.3 ∑∞
n=1

n3

n!

2.4 ∑∞
n=1

n!
nn

2.5 ∑∞
n=1

1√
n

2.6 ∑∞
n=1

1
n
√
n+1

2.7 ∑∞
n=1 n

−1− 1
n

2.8 ∑∞
n=1

(n!)2

(2n)!

3. จงตรวจสอบวา่อนกุรมในข้อตอ่ไปนี้ล ูเ่ข้าแบบมเีง ือ่นไข หรอืล ูเ่ข้าแบบสัมบรูณห์รอืล ูอ่อก พร้อม
ท้ังอธบิายเหตผุล

3.1 ∑∞
n=1

(−1)n

ln(n)

3.2 ∑∞
n=1

(−2)n

n2

3.3 ∑∞
n=1

(−3)n

n!

3.4 ∑∞
n=1

cosnπ√
n

3.5 ∑∞
n=1

(−1)nn
n+1

3.6 ∑∞
n=2

(−1)n ln(n)
n

3.7 ∑∞
n=1

(−1)n√
n2+1

3.8 ∑∞
n=1

(
1√
n
− 1

n

)
4. กำหนดให้ an > 0 และ bn = 0 สำหรับทกุๆ n ∈ N ถ้า ∑∞

n=1 an เปน็อนกุรมล ูเ่ข้า และถ้า
bn+1

bn
≤ an+1

an
สำหรับทกุๆ n ∈ N แล้วจงพสิจูนว์า่ อนกุรม∑∞

n=1 bn ลูเ่ข้า



8.3 บทสรปุ 207

5. กำหนดให้ {an}∞n=1 เปน็ลำดับของจำนวนจรงิซึง่

|an+1 − an| ≤ bn

สำหรับทกุๆ n ∈ N เม ือ่∑∞
n=1 bn เปน็อนกุรมล ูเ่ข้า จงพสิจูนว์า่อนกุรม∑∞

n=1 an ลูเ่ข้า

6. จงพสิจูนว์า่ถ้าอนกุรม∑∞
n=1 an ลูเ่ข้าแบบมเีง ือ่นไขแล้วอนกุรมของพจนท์ ีเ่ปน็บวกของ

∑∞
n=1 an

จะล ูอ่อก
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เฉลยแบบฝกึหัด

บทที่ 1
1.1) (1.1) กำหนดให้ a > 0 และ b > 0 จะได้วา่ a− 0 ∈ P และ b− 0 ∈ P

ดังน้ัน (a− 0) + (b− 0) = a+ b ∈ P นัน่คอื (a+ b)− 0 ∈ P

จงึสรปุได้วา่ a+ b > 0

(1.2) จะเหน็วา่ a = a−0 ∈ P และ b = b−0 ∈ P โดยข้อ 3) จากสัจพจน2์ จงึได้วา่ ab ∈ P

จงึทำให้ได้ผลลัพธท์ ีต้่องการ
(1.3) เน ือ่งจาก a− b ∈ P และ b− c ∈ P จะได้วา่ a− c ∈ P จงึทำให้ได้ผลลัพธท์ ีต้่องการ
(1.4) แสดงวธิทีำในทำนองเดยีวกับข้อ (1.3)
(1.5) เน ือ่งจาก b − a ∈ P ทำให้ได้วา่ b − c + c − a ∈ P โดยสมบัตกิารจัดหมูก่ารบวก จงึ

ทำให้ได้ผลลัพธท์ ีต้่องการ
(1.6) เน ือ่งจาก b− a ∈ P และใช้ทฤษฎบีท 1.1.1 ข้อ 4) จงึทำให้ได้ผลลัพธท์ ีต้่องการ
(1.7) เน ือ่งจาก b − a ∈ P และ c − 0 ∈ P โดยข้อ 3) จากสัจพจน2์ และโดยสมบัตกิารกระ

จาย จงึทำให้ได้ผลลัพธท์ ีต้่องการ
(1.8) แสดงวธิทีำในทำนองเดยีวกับข้อ (1.7)
(1.9) เน ือ่งจาก a− b ∈ R โดยข้อ 1) จากสัจพจน2์ จะได้วา่

a− b ∈ P หรอื a− b = 0 หรอื −(a− b) ∈ P

จงึทำให้ได้ผลลัพธท์ ีต้่องการ
(1.10) ใช้ข้อ 8) จะทำให้ได้ผลลัพธท์ ีต้่องการ ในสว่นของบทกลับน้ันใช้ข้อ 7) จะทำให้ได้ผลลัพธท์ ี่

ต้องการ
(1.11) แยกคดิเปน็ 2 กรณี กรณที ี่ x > 0 และกรณที ี่ x < 0 โดยข้อ 3) จากสัจพจน2์ ทำให้ได้

ผลลัพธท์ ีต้่องการ
(1.12) เน ือ่งจาก 0 < x < y จะได้วา่ จะมี x−1 > 0 และ y−1 > 0 ใช้ข้อ 7) โดยนำ x−1y−1

คณูเข้าท้ังสองข้างของอสมการ x < y ทำให้ได้ผลลัพธท์ ีต้่องการ

1.2) (3) เน ือ่งจาก c > 0 และ m = infA จะได้วา่ cm เปน็ขอบเขตลา่งของ cA
ตอ่ไปจะแสดงวา่ cm = inf(cA)
กำหนดให้ l เปน็ขอบเขตลา่งของเซต cA ทำให้ได้วา่ l

c
เปน็ขอบเขตลา่งของเซต A และ

เนือ่งจาก m = infA ทำให้ได้วา่ cm = inf(cA) จงึได้ผลลัพธท์ ีต้่องการ
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(4) แสดงวธิทีำเชน่เดยีวกับข้อ (3) เน ือ่งจาก c < 0 และ m = infA จะได้วา่ cm เปน็ขอบเขต
บนของเซต cA

ตอ่ไปจะแสดงวา่ cm = sup(cA)
ให้ u เปน็ขอบเขตบนของเซต cA ทำให้ได้วา่ u

c
เปน็ขอบเขตบนของเซต A และจาก M =

supA จะได้วา่ cM ≤ u จงึได้ผลลัพธท์ ีต้่องการ

1.3) เน ือ่งจาก x ̸= 0 และ y ̸= 0 จะได้วา่ จะมี x−1, y−1 ∈ R จงึได้วา่

1 = (xy)(xy)−1

นำ y−1x−1 คณูเข้าท้ังสองข้างของสมการ แล้วจะได้ผลลัพธท์ ีต้่องการ

1.4) การพสิจูนข้์อนี้ใช้ทฤษฎบีท 1.1.3 ข้อ (5) โดยแทน x = 1 = y จะได้รับผลลัพธท์ ีต้่องการ

1.5) (⇒) กำหนดให้ xy = 0 จะแสดงวา่ x = 0 หรอื y = 0 นัน่คอื สมมตใิห้ x ̸= 0 ต้องแสดงให้
ได้วา่ y = 0 จาก x ̸= 0 จะได้วา่ จะมี x−1 ∈ R จากน้ันนำ x−1 คณูตลอดสมการ xy = 0 จะ
ทำให้ได้วา่ y = 0

(⇐) สามารถพสิจูนไ์ด้โดยตรงโดยการแทนคา่ของ x และ y ทีก่ำหนดให้

1.6) เน ือ่งจาก 0 ≤ x ≤ ϵ จะแสดงวา่ x = 0 จะพสิจูนโ์ดยการหาข้อขัดแย้ง สมมตใิห้ x ̸= 0 จงึได้วา่
0 < x ≤ ϵ สำหรับทกุๆ ϵ > 0 จงึเกดิข้อขัดแย้ง เพราะ ถ้า 0 < x เราจะสามารถหาจำนวนจรงิ
ทีอ่ย ูร่ะหวา่ง 0 และ x ได้เสมอจากทฤษฎบีทความหนาแนน่ของจำนวนจรงิ ดังน้ัน x = 0

1.7) พสิจูนท์ำนองเดยีวกับทฤษฎบีท 1.3.3 กำหนดให้ infA = a และ infB = b จะได้วา่

x ≥ a และ y ≥ b

สำหรับทกุๆ x ∈ A และทกุๆ y ∈ B จงึทำให้ได้วา่

x+ y ≥ a+ b

สำหรับทกุๆ x ∈ A และทกุๆ y ∈ B และเนือ่งจาก C = {x+ y|x ∈ A และ y ∈ B} จะได้
วา่

c ≥ a+ b

สำหรับทกุๆ c ∈ C ดังน้ัน C เปน็เซตทีม่ขีอบเขตลา่ง ตอ่ไปจะแสดงวา่ infC = infA+ infB
จะแยกพจิารณา 2 กรณี คอื กรณที ี่ 1 infC ≥ infA + infB และกรณที ี่ 2 infC ≤ infA +

infB
กรณทีี่ 1 ให้ ϵ > 0 จะเหน็วา่ ϵ

2
> 0 โดยทฤษฎบีท 1.3.2 จะได้วา่ จะมี x, y ∈ R ทีท่ำให้

x < a+ ϵ
2
และ y < b+ ϵ

2
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ดังน้ัน
infC ≤ x+ y < (a+

ϵ

2
) + (b+

ϵ

2
) = (a+ b) + ϵ

ดังน้ันโดยทฤษฎบีท 1.1.5 เราจะได้วา่ infC ≤ a+ b นัน่คอื infC ≤ infA+ infB
กรณทีี่ 2 กำหนดให้ ϵ > 0 และ infC = c โดยทฤษฎบีท 1.3.2 จะได้วา่ จะมี z ∈ C ซึง่ทำให้

z < c+ ϵ

เน ือ่งจาก z ∈ C จะได้วา่ จะมี x ∈ A และ y ∈ B ซึง่ทำให้ z = x+ y ดังน้ัน

a+ b ≤ x+ y = z < c+ ϵ

ทำให้ได้วา่
a+ b < c+ ϵ = infC + ϵ

โดยทฤษฎบีท 1.1.5 จะได้วา่

infA+ infB = a+ b ≤ infC

จากท้ังสองกรณี จงึทำให้ได้รับข้อสรปุวา่

infC = infA+ infB

บทที่ 2
2.1) เน ือ่งจาก m′ = infS โดยทฤษฎบีท 1.3.1 จะได้วา่ สำหรับทกุๆ ϵ > 0 จะมี y ∈ S ทีท่ำให้

m′ ≤ y < m′ + ϵ

ดังน้ัน y ∈ N(m′, ϵ) ทำให้ได้วา่

N(m′, ϵ) ∩ S ̸= ∅

ทำนองเดยีวกับบทต้ัง 2.3.1 จงึได้รับผลลัพธท์ ีเ่ราต้องการ

2.2) จาก (m4) จากบทนยิามของปรภิมูอิงิระยะทาง จะได้วา่

d(z, y) ≤ d(x, z) + d(x, y)

และ
d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z)

โดยทฤษฎบีท 1.2.2 ข้อ (1) จะทำให้ได้ผลลัพธท์ ีต้่องการ
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2.3) จะต้องแสดงวา่ d สอดคล้อง (m1) - (m4)

(m1) จากการนยิามของ d จะเหน็วา่ (m1) เปน็จรงิ
(m2) ถ้า d(x, y) = 0 จากการนยิามของ d จะได้วา่ x = y แล้วบทกลับเปน็จรงิ
(m3) แยกพจิารณา 2 กรณี คอื x = y และ x ̸= y จะได้วา่

ถ้า x = y แล้ว d(x, y) = 0 และ d(y, x) = 0 ด้วย จะได้วา่ d(x, y) = d(y, x)

ถ้า x ̸= y แล้ว d(x, y) = 1 และ d(y, x) = 1 ด้วย จะได้วา่ d(x, y) = d(y, x) ด้วย
(m4) ต้องแยกพจิารณาดังกรณตีอ่ไปนี้

1. ถ้า x = y และ y = z

2. ถ้า x = y และ y ̸= z

3. ถ้า x ̸= y และ y = z

4. ถ้า x ̸= y และ y ̸= z

จะเหน็วา่ทกุกรณสีอดคล้อง (m4)

2.4) 1. กำหนดให้ Gi สำหรับทกุ i ∈ J เปน็เซตปดิบนเซตของจำนวนจรงิ R ทำให้ได้วา่ R\Gi

สำหรับทกุ i ∈ J เปน็เซตเปดิ โดยทฤษฎบีท 2.1.2 จะได้วา่ ⋃i∈J (R\Gi) เปน็เซตเปดิ ใช้
การวางนัยทัว่ไปของเดอร์มอร์แกนเราจะได้วา่ R\

⋂
i∈J Gi เปน็เซตเปดิ ดังน้ัน ⋂i∈J Gi

เปน็เซตปดิ
2. แสดงทำนองเดยีวกับข้อ 1.

ข้อเสนอแนะ การวางนัยท่ัวไปของเดอร์มอร์แกน (generalized de Morgan's law) คอื ถ้า
I เปน็เซตทีไ่มเ่ปน็เซตวา่ง แล้ว (⋃i∈I Ai

)C
=
⋂

i∈I A
C
i และ (⋂i∈I Ai

)C
=
⋃

i∈I A
C
i

2.5) ให้ ϵ > 0 และ λ /∈ S และ λ = supS หมายความวา่ s < λ สำหรับทกุๆ s ∈ S ดังน้ัน
λ− s > 0 และจาก λ = supS จะได้วา่ จะมบีาง s∗ > λ− ϵ จงึทำให้ได้วา่

0 < |s− λ| < ϵ

จงึทำให้ได้ผลลัพธต์ามต้องการ

2.6) เน ือ่งจาก λ เปน็ของขอบเขตบนของ S จะได้วา่

s ≤ λ

สำหรับทกุๆ s ∈ S และจาก λ เปน็จดุสะสมของ S จะได้วา่ จะมี s∗ ∈ S ซึง่ทำให้

0 < |s∗ − λ| < ϵ

นัน่คอืจะมี s∗ ∈ S ซึง่ทำให้ s ≤ λ+ ϵ สำหรับทกุๆ ϵ > 0 จะเหน็วา่ λ และ λ+ ϵ เปน็ขอบเขต
บนของเซต S แต่ λ < λ+ ϵ สำหรับทกุๆ ϵ > 0 ทำให้ได้ผลลัพธต์ามต้องการ
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บทที่ 3
3.1) กำหนดให้ ϵ > 0 โดยคณุสมบัตขิองอารค์มีเีดยีน ข้อ 4) จะได้วา่ จะมีN ∈ N ซึง่ทำให้

0 <
1

N
< ϵ

และจาก k ∈ I+ จะได้วา่
1

nk
≤ 1

n

และสำหรับทกุๆ n > N จะได้วา่ 1
N

> 1
n
ดังน้ัน∣∣∣∣ 1nk

− 0

∣∣∣∣ = 1

nk
≤ 1

n
<

1

N
< ϵ

โดยบทนยิาม 3.1.2 ทำให้ได้วา่ limn→∞
1
nk = 0

3.2) สำหรับทกุๆ n, k ∈ N จะเหน็วา่
0 <

1

nk
≤ 1

n

พจิารณาทำนองเดยีวกับตัวอยา่ง 3.1.6 จะได้วา่ limn→∞
1
nk = 0

3.3) ใช้ทฤษฎบีท 3.1.5 จะได้วา่

lim
n→∞

4n2 − 7

2n3 − 5
= lim

n→∞

4n2 − 7

2n3 − 5
·

1
n3

1
n3

= lim
n→∞

4
n
− 7

n3

2− 5
n3

=
limn→∞

4
n
− limn→∞

7
n3

limn→∞ 2− limn→∞
5
n3

=
0− 0

2− 0

=
0

2

= 0

3.4) สำหรับทกุ n ∈ N จะเหน็วา่
(−1)n

n2
= (−1)n ·

(
1

n2

)
จากตัวอยา่ง 3.1.10 จะเหน็วา่ {(−1)n}∞n=1 เปน็ลำดับทีม่ขีอบเขต และจากแบบฝกึหัดท้ายบท
ข้อ 1. จะเหน็วา่ limn→∞

1
n2 = 0 โดยทฤษฎบีท 3.1.7 ทำให้ได้วา่

lim
n→∞

(−1)n

n2
= lim

n→∞
(−1)n ·

(
1

n2

)
= 0
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3.5) สำหรับทกุๆ n ∈ N พจิารณา∣∣∣∣3n+ 1

n+ 2
− 3

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣(3n+ 1)− 3(n+ 2)

n+ 2

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣1− 6

n+ 2

∣∣∣∣
= 5

∣∣∣∣ 1

n+ 2

∣∣∣∣
< 5

(
1

n

)
โดยตัวอยา่ง 3.1.3 เราทราบวา่ limn→∞

1
n
= 0 และโดยทฤษฎบีท 3.1.8 ทำให้ได้วา่

lim
n→∞

3n+ 1

n+ 2
= 3

3.6) กำหนดให้ xn = n2

2n
สำหรับทกุๆ n ∈ N จะเหน็วา่

xn+1

xn

=
(n+ 1)2

2n+1
÷ n2

2n

=
(n+ 1)2

2n+1
× 2n

n2

=
(n+ 1)2

2n2

=
n2 + 2n+ 1

2n2

จงึได้วา่
lim
n→∞

n2 + 2n+ 1

2n2
=

1

2
< 1

ใช้ทฤษฎบีท 3.1.10 สรปุได้วา่ limn→∞
n2

2n
= 0

3.7) สำหรับทกุๆ n ∈ N เน ือ่งจาก
n2

n!
=

n2

2n
· 2

n

n!

โดยทฤษฎบีท 3.1.5 จะได้วา่

lim
n→∞

n2

n!
= lim

n→∞

n2

2n
· lim
n→∞

2n

n!

โดยดำเนนิการพจิารณา xn = 2n

n!
ตามตัวอยา่ง 3.1.15 จะได้วา่ limn→∞

2n

n!
= 0 และจากน้ัน

พจิารณา xn = n2

2n
สำหรับทกุๆ n ∈ N จะเหน็วา่

xn+1

xn

=
(n+ 1)2

2n+1
÷ n2

2n

=
(n+ 1)2

2n+1
× 2n

n2

=
(n+ 1)2

2n2

=
n2 + 2n+ 1

2n2
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จงึได้วา่
lim
n→∞

n2 + 2n+ 1

2n2
=

1

2
< 1

ใช้ทฤษฎบีท 3.1.10 สรปุได้วา่ limn→∞
n2

2n
= 0 ทำให้ได้วา่

lim
n→∞

n2

n!
= 0

3.8) เน ือ่งจาก limn→∞
1
xn

= 0 โดยบทนยิาม 3.1.2 จะได้วา่ สำหรับทกุๆ ϵ > 0 จะมี N ∈ N ซึง่
ทำให้

1

xn

=

∣∣∣∣ 1xn

− 0

∣∣∣∣ < ϵ

สำหรับทกุๆ n > N จงึจะเหน็ได้วา่ ถ้า M = 1
ϵ
∈ R จะได้วา่ จะมี N ∈ N ซึง่ M < xn

สำหรับทกุๆ n > N จงึทำให้ได้ผลลัพธต์ามต้องการ

3.9) กำหนดให้ limn→∞ yn = −∞ จะแสดงวา่ limn→∞ xn = −∞ เน ือ่งจากสำหรับทกุๆM ∈ R

จะมี N ∈ N ซึง่ทำให้ ทกุๆ n > N แล้ว yn < M และจากสมมตฐิาน xn ≤ yn จะทำให้ได้วา่
xn < M จงึได้ผลลัพธต์ามต้องการ

3.10) พจิารณา |xnyn − xmym| = |xnyn − xnym + xnym − xmym| และใช้ทฤษฎบีท 3.2.3

3.11) ใช้หลักการอปุนัยเชงิคณติศาสตร์ กำหนดให้ P (n) คอื (1 + r)n ≥ 1 + nr

(1) จะเหน็ได้ชัดวา่ P (1) เปน็จรงิ

(2) สมมตใิห้ P (k) เปน็จรงิ นัน่คอื (1 + r)k ≥ 1 + kr เม ือ่ r > 0 จะแสดงวา่ P (k + 1)

เปน็จรงิ นัน่คอื จะเหน็ได้ชัดวา่ (1 + r)k+1 ≥ 1 + (1 + k)r

ดังน้ัน P (n) เปน็จรงิทกุๆ n ทีเ่ปน็จำนวนนับ

3.12) กำหนดให้ {xn} ลำดับโคชขีองจำนวนจรงิ จะแสดงวา่ {xn} เปน็ลำดับล ูเ่ข้า โดยทฤษฎบีท 3.2.2
จะได้วา่ ลำดับ {xn} เปน็ลำดับทีม่ขีอบเขต และจากทฤษฎบีท 3.3.5 จะได้วา่ จะมลีำดับยอ่ยทีล่ ู่
เข้า จงึขอสมมตใิห้ {xnk

} เปน็ลำดับยอ่ยทีล่ ูเ่ข้าไปทีบ่าง x ∈ R สำหรับทกุๆ ϵ > 0 เน ือ่งจาก
{xn} เปน็ลำดับโคชี จะได้วา่ จะมีN1 ∈ N ซึง่ทำให้ ทกุๆ m,n > N1

|xm − xn| <
ϵ

2

และจาก limk→∞ xnk
= x จะได้วา่ จะมีN2 ∈ N ซึง่ทำให้ ทกุๆ nk > N2

|xnk
− x| < ϵ

2
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เลอืก N = max{N1, N2} จะได้วา่ สำหรับ n, n0 > N

|xn − x| ≤ |xn − xn0 |+ |xn0 − x|

<
ϵ

2
+

ϵ

2

= ϵ

ดังน้ันโดยบทนยิาม 3.1.2 จะได้วา่ ลำดับ {xn} ลูเ่ข้า

3.13) สมมติให้ |x| < 1 จะแสดงวา่ limn→∞ xn = 0 จะพสิจูน์โดยการหาข้อขัดแย้ง สมมติให้
limn→∞ xn ̸= 0 จะได้วา่ ไมม่ ี ϵ > 0 ซึง่ทำให้ จะมีN ∈ N

|xn − 0| < ϵ

สำหรับทกุ n > N แตเ่น ือ่งจาก |x| < 1 จะเหน็วา่

|xn − 0| = |xn| = |x|n < 1

สำหรับทกุๆ n จงึเกดิข้อขัดแย้ง ทำให้ได้ผลลัพธต์ามต้องการ

3.14) กำหนดให้ bn = n
1
n − 1 จะเหน็วา่ เม ือ่ n → ∞ แล้ว limn→∞ bn = 0 จงึทำให้ได้วา่

(n
1
n )n = (bn + 1)n

= (bn)
n + c1(bn)

n−1 + . . .+ 1

ดังน้ัน (n
1
n )n−1 = (bn)

n+ c1(bn)
n−1+ . . .+ cn−1bn จะเหน็วา่ limn→∞((n

1
n )n−1) = 0

นัน่คอื limn→∞(n
1
n )n = 1 ทำให้ได้ผลลัพธต์ามต้องการ

3.15) กำหนดให้ {xn}∞n=1 เปน็ลำดับลดทางเดยีวและมขีอบเขตลา่ง และให้

B = {xn|n ∈ N}

เน ือ่งจาก {xn}∞n=1 เปน็ลำดับทีม่ขีอบเขตลา่ง ดังน้ัน B เปน็เซตทีม่ขีอบเขตลา่ง โดยทฤษฎบีท
1.3.1 จะได้วา่ จะมี l ∈ R ซึง่ทำให้ l = infB ให้ ϵ > 0 โดยทฤษฎบีท 1.3.2 จะได้วา่ จะมีื
N ∈ N ซึง่ทำให้ xN ∈ B และ

l < xN ≤ l + ϵ

เน ือ่งจาก l = infB จะได้วา่ xN ≥ l ทกุๆ n ∈ N และจาก {xn}∞n=1 เปน็ลำดับลดทางเดยีว
จะได้วา่ ถ้า n > N แล้ว

l − ϵ < l < xn ≤ xN < l + ϵ

จงึได้วา่
|xn − l| < ϵ

สำหรับทกุๆ n > N โดยบทนยิาม 3.1.2 ทำให้ได้วา่ limn→∞ xn = l = inf{xn|n ∈ N}
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บทที่ 4
4.1) 4. จะแสดงวา่ limx→a[f(x) + g(x)] = L+R

สำหรับทกุๆ ϵ > 0 เน ือ่งจาก limx→a f(x) = L จะได้วา่ จะมี δ1 > 0 ซึง่ทำให้ ถ้า
0 < |x− a| < δ1 แล้ว

|f(x)− L| < ϵ

2

และจาก limx→a g(x) = R จะได้วา่ จะมี δ2 > 0 ซึง่ทำให้ ถ้า 0 < |x− a| < δ2 แล้ว

|g(x)−R| < ϵ

2

เลอืก δ = min{δ1, δ2} จะเหน็วา่ ถ้า 0 < |x− a| < δ แล้ว

|(f(x) + g(x))− (L+R)| ≤ |f(x)− L|+ |g(x)−R| < ϵ

2
+

ϵ

2
= ϵ

6. จะแสดงวา่ limx→a
1

g(x)
= 1

R
เม ือ่ R ̸= 0

สำหรับทกุๆ ϵ > 0 และจาก limx→a g(x) = R จะได้วา่ จะมี δ1 > 0 ซึง่ทำให้ ถ้า
0 < |x− a| < δ1 แล้ว

|g(x)−R| < |R|
2

เน ือ่งจาก
|R| − |g(x)| ≤ |R− g(x)| = |g(x)−R| < |R|

2

ดังน้ัน |g(x)| > |R|
2

และจาก limx→a g(x) = R จะได้วา่ จะมี δ2 > 0 ซึง่ทำให้ ถ้า
0 < |x− a| < δ2 แล้ว

|g(x)−R| < ϵ|R|2

2

เลอืก δ = min{δ1, δ2} จะเหน็วา่ ถ้า 0 < |x− a| < δ แล้ว∣∣∣∣ 1

g(x)
− 1

R

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣g(x)−R

g(x)R

∣∣∣∣
=

|g(x)−R|
|g(x)||R|

<
2|g(x)−R|

|R||R|
= ϵ

7. จะแสดงวา่ limx→a[f(x)]
n = Ln สมมตใิห้ h(x) = f(x)−L จะเหน็วา่ limx→a h(x) =

0 ในทำนองเดยีวกับทฤษฎบีท 3.1.5 ข้อ 9. จงึได้วา่

(f(x))k−Lk = (h(x))k+ ck1(h(x))
k−1L+ ck2(h(x))

k−2L2+ . . .+ ckk−1h(x)L
k−1
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แตเ่น ือ่งจาก limx→a h(x) = 0 จงึได้วา่

lim
x→a

((f(x))k − Lk) = 0

จบการพสิจูน์

4.2) 1. จะแสดงวา่ limx→a(f(x)− g(x)) = L−R

เน ือ่งจาก f(x)− g(x) = f(x) + (−1)(g(x)) จงึได้วา่

lim
x→a

(f(x)− g(x)) = lim
x→a

(f(x) + (−1)(g(x)))

= lim
x→a

f(x) + lim
x→a

(−1) lim
x→a

g(x)

= L+ (−1)R

= L−R

2. จะแสดงวา่ limx→a
f(x)
g(x)

= L
R

lim
x→a

f(x)

g(x)
= lim

x→a

(
f(x) · 1

g(x)

)
= L · 1

R

=
L

R

4.3) สำหรับทกุๆ ลำดับ {xn}∞n=1 ⊆ D ซึง่ limn→+∞ xn = +∞ แล้ว limn→+∞ f(xn) =

L จะแสดงวา่ limx→+∞ f(x) = L เน ือ่งจากสมมตฐิาน ถ้า limn→+∞ xn = +∞ แล้ว
limn→+∞ f(xn) = L นัน่คอื ให้ ϵ > 0 จะได้วา่ ทกุๆ จำนวนจรงิ M ∈ R จะมี N ∈ N

ซึง่ทำให้
xn > M

แล้ว
|f(xn)− L| < ϵ

สำหรับทกุๆ n > N ดังน้ันจะเหน็วา่ ถ้าเลอืก M > 0 ซึง่ x > M จะได้วา่ |f(x)−L| < ϵ จงึ
ได้ผลลัพธต์ามต้องการ

4.4) (⇐) จะแสดงวา่ limx→+∞ f(x) = +∞ ให้ M > 0 และจากสมมตฐิาน ถ้า limx→+∞ xn =

+∞ แล้ว limn→+∞ f(xn) = +∞ จงึได้วา่ สำหรับ K > 0 จะมี N ∈ N ซึง่ทำให้ xn > K

แล้ว f(xn) > M สำหรับทกุๆ n > N ดังน้ัน ถ้า x > K แล้ว f(x) > M

(⇒) จะแสดงวา่ limn→+∞ f(xn) = +∞ เม ือ่ limx→+∞ xn = +∞ เน ือ่งจาก limx→+∞ f(x) =

+∞ จะได้วา่ สำหรับทกุๆ M > 0 จะมี K > 0 ซึง่ทำให้ ถ้า x > K แล้ว f(x) > M และ
เนือ่งจาก limx→+∞ xn = +∞ จะได้วา่ จะมีN ∈ N ซึง่ทำให้

xn > K
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สำหรับทกุๆ n > N จงึทำให้ได้วา่ f(xn) > M สำหรับทกุๆ n > N จงึได้ผลลัพธ์ตามที่
ต้องการ

4.5) (⇒) สมมตใิห้ limx→+∞ f(x) = −∞ จะแสดงวา่ limt→0+ f(1
t
) = −∞ จาก limx→+∞ f(x) =

−∞ จะได้วา่ สำหรับทกุๆ M > 0 จะมีK > 0 ซึง่ทำให้ ถ้า x > K แล้ว f(x) < −M เลอืก
δ = 1

K
จะได้วา่ ถ้า 0 < t < 1

K
แล้ว 1

t
> K จงึได้วา่ f(1

t
) < −M

(⇐) สมมตใิห้ limt→0+ f(1
t
) = −∞ จะแสดงวา่ limx→+∞ f(x) = −∞ ให้ M > 0 และ

เนือ่งจาก limt→0+ f(1
t
) = −∞ จะได้วา่จะมี δ > 0 ซึง่ทำให้ ถ้า 0 < t < δ แล้ว f(1

t
) < −M

เลอืก K = 1
δ
จะเหน็วา่ ถ้า x > 1

δ
แล้วจะเหน็วา่ 0 < 1

x
< δ ดังน้ัน f(x) < −M จงึได้

ผลลัพธต์ามต้องการ

4.6) 1. จะแสดงวา่ limx→2(3x− 1) = 5

ให้ ϵ > 0 จะมี δ = ϵ
3
ซึง่ทำให้ ถ้า 0 < |x− 2| < δ จะได้วา่

|(3x− 1)− 5| = |3x− 6|

= 3|x− 2|

< 3δ

= ϵ

2. จะแสดงวา่ limx→2
x2−x−2
x−2

= 3

ให้ ϵ > 0 จะมี δ = ϵ ซึง่ทำให้ ถ้า 0 < |x− 2| < δ จะได้วา่∣∣∣∣x2 − x− 2

x− 2
− 3

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣(x− 2)(x+ 1)

x− 2
− 3

∣∣∣∣
= |x− 2|

< δ

= ϵ

4.7) สมมตใิห้ limx→a|f(x)| = 0 จะแสดงวา่ limx→a f(x) = 0 เน ือ่งจาก limx→a|f(x)| = 0 จะ
ได้วา่ สำหรับทกุๆ ϵ > 0 จะมี δ > 0 ซึง่ทำให้ ถ้า 0 < |x− a| < δ แล้ว ||f(x)| − 0| < ϵ แต่
เน ือ่งจาก

|f(x)− 0| = |f(x)| = ||f(x)|| = ||f(x)| − 0| < ϵ

ทำให้ได้ผลลัพธต์ามต้องการ

4.8) กำหนดให้ limx→a+ f(x) = L และ limx→a+ g(x) = M

1. จะแสดงวา่ limx→a+ [f(x) + g(x)] = L+M

เน ือ่งจาก limx→a+ f(x) = L จะได้วา่ สำหรับทกุๆ ϵ > 0 จะมี δ1 > 0 ซึง่ทำให้ ถ้า
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a < x < a+ δ1 แล้ว |f(x)−L| < ϵ
2
และในทำนองเดยีวกัน จาก limx→a+ g(x) = M

จะได้วา่ จะมี δ2 > 0 ซึง่ทำให้ ถ้า a < x < a + δ2 แล้ว |g(x)−M | < ϵ
2
ดังน้ัน เลอืก

δ = min{δ1, δ2} ซึง่ ถ้า a < x < a+ δ แล้ว

|(f(x) + g(x))− (L+M)| = |f(x)− L|+ |g(x)−M |

<
ϵ

2
+

ϵ

2

= ϵ

2. ใช้บทนยิามเดยีวกับข้อ 1. และแสดงบทพสิจูนท์ำนองเดยีวกับทฤษฎบีท 4.1.3 ข้อ 5.
3. ใช้บทนยิามเดยีวกับข้อ 1. และแสดงบทพสิจูนท์ำนองเดยีวกับบทต้ัง 4.1.1

บทที่ 5
5.1) จะพสิจูนโ์ดยการหาข้อขัดแย้ง สมมตใิห้ f + g เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งท ีจ่ดุ x0 นัน่คอื

lim
x→x0

(f + g)(x) = (f + g)(x0)

ซึง่จากสมมตฐิาน g ไมเ่ปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งทีจ่ดุ x0 นัน่คอื g ต้องสอดคล้องข้อใดข้อหนึง่ตอ่ไปนี้

1. limx→x0 g(x) หาคา่ไมไ่ด้
2. g(x0) หาคา่ไมไ่ด้
3. limx→x0(g)(x) ̸= (g)(x0)

จะเหน็วา่ ถ้า g สอดคล้องข้อ 1. แล้ว limx→x0(f+g)(x) หาคา่ไมไ่ด้ ถ้า g สอดคล้องข้อ 2. แล้ว
(f + g)(x0) หาคา่ไมไ่ด้ และถ้า g สอดคล้องข้อ 3. แล้ว limx→x0(f + g)(x) ̸= (f + g)(x0)

จงึทำให้เกดิข้อขัดแย้งจงึได้รับผลลัพธต์ามต้องการ

5.2) (⇒) สมมตใิห้ f เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งทางขวาทีจ่ดุ x0 โดยบทนยิาม 5.1.3 จะทำให้ได้วา่ สำหรับ
ทกุๆ ϵ > 0 จะมจีำนวนจรงิ δ > 0 ซึง่ทำให้ ถ้า x0 < x < x0 + δ แล้ว

|f(x)− f(x0)| < ϵ

และเนือ่งจาก limn→∞ xn = x0 จะได้วา่ จะมี N ∈ N ซึง่ทำให้ |xn − x0| < δ และจาก
สมมตฐิาน x0 < xn จงึทำให้ได้วา่ x0 < xn < x0 + δ ดังน้ัน

|f(xn)− f(x0)| < ϵ

โดยบทนยิาม 4.1.1 จงึทำให้ได้วา่ limn→∞ f(xn) = f(x0)

(⇐) เน ือ่งจาก limn→∞ xn = x0 จะได้วา่ สำหรับทกุๆ δ > 0 จะมี N2 ∈ N ซึง่ทำให้ |xn −
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x0| < δ สำหรับทกุๆ n > N2 และ x0 < xn นัน่คอื

x0 < xn < x0 + δ

แล้วจะได้วา่ limn→∞ f(xn) = f(x0) นัน่คอื สำหรับทกุๆ ϵ > 0 จะมีN1 ∈ N ซึง่ทำให้

|f(xn)− f(x0)| < ϵ, ∀n > N1

จงึทำให้ได้วา่ สำหรับทกุๆ ϵ > 0 จะมจีำนวนจรงิ δ > 0 ซึง่ทำให้ ถ้า x0 < x < x0 + δ แล้ว

|f(x)− f(x0)| < ϵ

จงึทำให้ได้ผลลัพธต์ามต้องการ

5.3) พสิจูนท์ำนองเดยีวกับข้อ 5.2)

5.4) จะแสดงวา่ f เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งท ีจ่ดุ 0 ให้ ϵ > 0 จากสมมตฐิานให้ g เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งทีจ่ดุ
0 จะได้วา่ จะมจีำนวนจรงิ δ > 0 ซึง่ทำให้ ถ้า 0 < |x− 0| < δ แล้ว |g(x)− g(0)| < ϵ จาก
กำหนดให้ g(0) = 0 จงึจะได้วา่ |g(x)| < ϵ จงึทำให้ได้วา่

|f(x)− f(0)| ≤ |f(x)|+ |f(0)|

≤ |g(x)|+ |g(0)|

< ϵ

ทำให้ได้ผลลัพธต์ามทีต้่องการ

5.5) 1) f(4) = −5 = m และ f(1) = 4 = M

2) f(1) = 0 = m และ f(−2) = 3 = M

3) M = 1 และ m = 0 แตไ่มส่ามารถหา x1, x2 ∈ (0,∞) ทีท่ำให้ได้คา่ m และ M ได้
4) m = −3 และ M = 1 แตไ่มส่ามารถหา x1, x2 ∈ (−2, 1) ทีท่ำให้ได้คา่ m และ M ได้

5.6) เน ือ่งจาก (f − g)(a) = f(a) − g(a) ≤ 0 และ (f − g)(b) ≥ 0 โดยทฤษฎบีท 5.1.6 จะได้
วา่ จะมี c ∈ (a, b) ซึง่ทำให้ (f − g)(c) = 0 ดังน้ัน f(c) = g(c) จบการพสิจูน์

5.7) เน ือ่งจาก f เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งแบบเอกรปูบน I ให้ ϵ > 0 จะได้วา่ จะมจีำนวนจรงิ δ1 > 0 ซึง่
ทำให้ สำหรับทกุๆ x, y ∈ I ถ้า 0 < |x− y| < δ1 แล้ว

|f(x)− f(y)| < ϵ

2

และจาก g เปน็ฟงักชั์ตอ่เน ือ่งแบบเอกรปูบน I จะมจีำนวนจรงิ δ2 > 0 ซึง่ทำให้ สำหรับทกุๆ
x, y ∈ I ถ้า 0 < |x− y| < δ2 แล้ว

|g(x)− g(y)| < ϵ

2
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เลอืก δ = min{δ1, δ2} จะเหน็วา่สำหรับทกุๆ x, y ∈ I ถ้า 0 < |x− y| < δ แล้ว

|(f + g)(x)− (f + g)(y)| ≤ |f(x)− f(y)|+ |g(x)− g(y)|

<
ϵ

2
+

ϵ

2

= ϵ

ทำให้ได้รับผลลัพธต์ามทีต้่องการ

5.8) พสิจูนท์ำนองเดยีวกับข้อ 5.7) โดยพจิารณาวา่

|kf(x)− kf(y)| = |k||f(x)− f(y)| < ϵ

เม ือ่ |f(x)− f(y)| < ϵ
|k|

บทที่ 6
6.1) พสิจูน์เชน่เดยีวกับทฤษฎบีท 6.1.1 โดยทีม่สีมมตฐิานวา่ f เปน็ฟงักชั์นทีอ่นพัุนธ์ทางขวาได้ทีจ่ดุ

a นัน่คอื limx→a+
f(x)−f(a)

x−a
หาคา่ได้ แล้วดำเนนิวธิกีารพสิจูน์ตามแนวทางเดยีวกับทฤษฎบีท

6.1.1 จงึทำให้ได้รับผลลัพธ์ตามต้องการ กรณขีอง f เปน็ฟงักชั์นทีอ่นพัุนธ์ทางซ้ายได้ทีจ่ดุ a ก็
แสดงเชน่เดยีวกัน

6.2) กำหนดให้ f และ g เปน็ฟงักชั์นทีห่าอนพัุนธไ์ด้ท ีจ่ดุ c

1. ให้ k ∈ R และจาก f เปน็ฟงักชั์นทีห่าอนพัุนธไ์ด้ท ีจ่ดุ c พจิารณา

(kf)′(c) = lim
x→c

(kf)(x)− (kf)(c)

x− c

= lim
x→c

k(f(x))− k(f(c))

x− c

= k lim
x→c

f(x)− f(c)

x− c

= kf ′(c)

2. เน ือ่งจาก f และ g เปน็ฟงักชั์นทีห่าอนพัุนธไ์ด้ท ีจ่ดุ c จะเหน็วา่

(f + g)′(c) = lim
x→c

(f + g)(x)− (f + g)(c)

x− c

= lim
x→c

(f(x) + g(x))− (f(c) + g(c)

x− c

= lim
x→c

[
f(x)− f(c)

x− c
+

g(x)− g(c)

x− c

]
= lim

x→c

[
f(x)− f(c)

x− c

]
+ lim

x→c

[
g(x)− g(c)

x− c

]
= f ′(c) + g′(c)
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6.3) กำหนดให้ f(x) = mx+ b และให้ c ∈ R พจิารณา

f ′(c) = lim
x→c

f(x)− f(c)

x− c

= lim
x→c

[mx+ b]− [mc+ b]

x− c

= m lim
x→c

[
x− c

x− c

]
= m

6.4) กำหนดให้ h(x) = f(x)[g(b)−g(a)]−g(x)[f(b)−f(a)] พสิจูนเ์ชน่เดยีวกับทฤษฎบีท 6.2.4
จะได้วา่ จะมจีดุ c ∈ (a, b) ซึง่ h′(c) = 0 ทำให้ได้วา่

0 = h′(c) = f ′(c)[g(b)− g(a)]− g′(c)[f(b)− f(a)]

ทำให้ได้ผลลัพธต์ามต้องการ

6.5) พสิจูน์ทำนองเดยีวกับ 6.2.7 โดยจากกำหนดให้ f ′(x) ≤ 0 และจาก x2 − x1 > 0 ดังน้ัน
f(x2)− f(x1) ≤ 0 จงึทำให้ได้ผลลัพธต์ามต้องการ

6.6) เน ือ่งจาก f หาอนพัุนธ์ได้ท ีท่กุๆ จดุบน I และ f ′ มขีอบเขตบนชว่ง I ดังน้ัน จะมจีำนวนจรงิ
M > 0 ทีท่ำให้

|f ′(c)| =
∣∣∣∣limx→c

f(x)− f(c)

x− c

∣∣∣∣ = lim
x→c

∣∣∣∣f(x)− f(c)

x− c

∣∣∣∣ ≤ M

ซึง่เปน็จรงิทกุๆ c ∈ I จงึทำให้ได้วา่ สำหรับทกุๆ x1, x2 ∈ I จะได้วา่∣∣∣∣f(x1)− f(x2)

x1 − x2

∣∣∣∣ ≤ M

จงึได้รับผลลัพธต์ามต้องการ

6.7) พสิจูนเ์ชน่เดยีวกับทฤษฎบีท 6.3.3 โดยให้ x = a − 1
u
หรอื u = 1

a−x
และแสดงการพสิจูนต์าม

ทฤษฎบีท 6.3.3 จะได้รับผลลัพธต์ามต้องการ

6.8) จะพสิจูน์เชน่เดยีวกับทฤษฎบีท 6.3.2 เน ือ่งจาก limx→−∞ f(x) = limx→−∞ g(x) = ∞ จะ
ได้วา่ จะมจีำนวนจรงิ N2 > N1 ทีท่ำให้ f(x) < 0 และ g(x) < 0 สำหรับทกุๆ x > N2

จงึทำให้ได้วา่ f(x) > f(N2) และ g(x) > g(N2) ทำให้ได้รับวา่ limx→−∞ F (x) = 1 ด้วย
พจิารณาเชน่เดยีวกับทฤษฎบีท 6.3.2 จงึได้รับผลลัพธต์ามต้องการ
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บทที่ 7
7.1) จะแสดงวา่ U(Q, f) ≤ U(P, f)

กำหนดให้ s1 = sup{f(x)|x ∈ [xk−1, x
∗]} และ s2 = sup{f(x)|[x∗, xk]} และ P กับ P ∗

เหมอืนในทฤษฎบีท 7.1.1 จะเหน็วา่ s1 ≤ Mk และ s2 ≤ Mk เม ือ่ Mk = sup{f(x)|x ∈
[xk−1, xk]} ดังน้ัน

U(P, f)− U(P ∗, f) = Mk(xk − xk−1)− (s1(x
∗ − xk−1) + s2(xk − x∗)) ≥ 0

จงึได้วา่ U(P, f) ≥ U(P ∗, f) นัน่คอื U(P, f) ≥ U(Q, f)

7.2) เน ือ่งจาก P ∪Q เปน็ผลแบง่ก้ันละเอยีดขึ้นของท้ัง P และ Q ใช้ทฤษฎบีท 7.1.1 ทำให้ได้วา่

L(P, f) ≤ L(P ∪Q, f) ≤ U(P ∪Q, f) ≤ U(P, f)

และ
L(Q, f) ≤ L(P ∪Q, f) ≤ U(P ∪Q, f) ≤ U(Q, f)

จงึทำให้ได้วา่ L(Q, f) ≤ L(P ∪ Q, f) ≤ U(P ∪ Q, f) ≤ U(P, f) ทำให้ได้ผลลัพธ์ตาม
ต้องการ

7.3) กำหนดให้ f(x) = c สำหรับทกุๆ x ∈ [a, b] ถ้า P = {x0, x1, . . . , xn} เปน็ผลแบง่ก้ันบนชว่ง
[a, b] ซึง่จะเหน็วา่ Mi(f) = c = mi(f) ดังน้ัน

U(P, f) =
n∑

i=1

Mi(f)∆xi = c
n∑

i=1

∆xi = c(b− a) = U(f)

และ
L(P, f) =

n∑
i=1

mi(f)∆xi = c

n∑
i=1

∆xi = c(b− a) = L(f)

ทำให้ได้วา่ U(f) = L(f) = c(b− a) จงึได้ผลลัพธต์ามต้องการ

7.4) กำหนดให้ k < 0 โดยทฤษฎบีท 1.3.4 ทำให้ได้วา่

Mi(kf) = sup{kf |x ∈ [xi−1, xi]}

= k inf{f(x)|x ∈ [xi−1, xi]}

= kmi(f)

และ

mi(kf) = inf{kf(x)|x ∈ [xi−1, xi]}

= k sup{f(x)|x ∈ [xi−1, xi]}

= kMi(f)
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ดังน้ัน

U(P, kf) =
n∑

i=1

Mi(kf)∆xi =
n∑

i=1

kmi(f)∆xi = k

n∑
i=1

mi(f)∆xi = kL(P, f)

และ

L(P, kf) =
n∑

i=1

mi(kf)∆xi =
n∑

i=1

kMi(f)∆xi = k
n∑

i=1

Mi(f)∆xi = kU(P, f)

เน ือ่งจาก f หาปรพัินธไ์ด้ จงึทำให้ได้วา่

U(kf) = kL(f) = kU(f) = L(kf)

7.5) เน ือ่งจาก f และ g เปน็ฟงักชั์นที่หาปริพันธ์ได้บนชว่ง [a, b] จะได้วา่ U(f) = L(f) และ
U(g) = L(g) แตเ่น ือ่งจาก f(x) ≤ g(x) สำหรับทกุๆ x ∈ [a, b] จงึทำให้ได้ว ่า่ Mi(f) ≤
Mi(g) และ mi(f) ≤ mi(g) ดังน้ัน U(f) ≤ U(g) และ L(f) ≤ L(g) ทำให้ได้รับวา่∫ b

a

f = U(f) ≤ U(g) =

∫ b

a

g

7.6) จากกำหนดให้ f เปน็ฟงักชั์นทีห่าปรพัินธไ์ด้บนชว่งปดิ [a, b] จะได้วา่

U(P, f)− L(P, f) <
ϵ

2U(P, f)

พจิารณา sup{f 2(x)|x ∈ [a, b]} = (sup{f(x)|x ∈ [a, b]})2 ทำให้ได้วา่Mi(f
2) = (Mi(f))

2

จงึทำให้ได้รับ U(P, f 2) = (U(P, f))2 และในทำนองเดยีวกันจะได้วา่L(P, f 2) = (L(P, f))2

ดังน้ัน

U(P, f 2)− L(P, f 2) = (U(P, f))2 − (L(P, f))2

= (U(P, f)− L(P, f))(U(P, f) + L(P, f))

<
ϵ

2U(P, f)
(2U(P, f))

= ϵ

ทำให้ได้ผลลัพธต์ามต้องการ

7.7) เน ือ่งจาก (f + g)2 = f 2 + 2fg + g2 จงึทำให้ได้วา่

fg =
(f + g)2 − f 2 − g2

2

ใช้ทฤษฎบีท 7.2.3 และแบบฝกึหัดท้ายบท ข้อ 6 จงึทำให้ได้วา่ (f+g)2−f2−g2

2
หาปรพัินธ์ได้บน

ชว่งปดิ [a, b] จงึทำให้ได้ผลลัพธต์ามต้องการ
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7.8) กำหนดให้ f เปน็ฟงักชั์นทีห่าอนพัุนธไ์ด้บนชว่งปดิ [a, b] จะได้วา่ U(f) = L(f) และเนือ่งจาก
m ≤ f(x) ≤ M จะได้วา่ Mi(f) = M และ mi(f) = m ดังน้ัน

L(f) ≥ L(P, f) =
n∑

i=1

mi(f)∆xi = m

n∑
i=1

∆xi = m(b− a)

และ
U(f) ≤ U(P, f) =

n∑
i=1

Mi(f)∆xi = M
n∑

i=1

∆xi = M(b− a)

จงึทำให้ได้วา่
m(b− a) ≤ L(f) =

∫ b

a

f = U(f) ≤ M(b− a)

บทที่ 8
8.1) พจิารณา

s+ t =
∞∑
n=1

an +
∞∑
n=1

bn

=
∞∑
n=1

(an + bn)

และ

ks = k
∞∑
n=1

an

=
∞∑
n=1

kan

8.2) 1. ล ูอ่อก โดยใช้การทดสอบโดยการเปรยีบเทยีบ
2. ล ูเ่ข้าแบบสัมบรูณ์ โดยใช้การทดสอบโดยอัตราสว่น
3. ล ูเ่ข้าแบบสัมบรูณ์ โดยใช้การทดสอบโดยอัตราสว่น
4. ล ูเ่ข้าแบบสัมบรูณ์ โดยใช้การทดสอบโดยราก
5. ล ูเ่ข้าแบบสัมบรูณ์ โดยใช้การทดสอบโดยอัตราสว่น
6. ล ูเ่ข้าแบบสัมบรูณ์ โดยใช้การทดสอบโดยอัตราสว่น
7. ล ูเ่ข้า โดยใช้หลักการของอนกุรมพี
8. ล ูเ่ข้าแบบสัมบรูณ์ โดยใช้การทดสอบโดยอัตราสว่น

8.3) 1. ล ูอ่อก โดยใช้หลักการพจิารณาของอนกุรมสลับ
2. ล ูอ่อก โดยใช้หลักการพจิารณาของอนกุรมสลับ
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3. ล ูเ่ข้าแบบสัมบรูณ์ โดยใช้การทดสอบโดยอัตราสว่น
4. ล ูเ่ข้าแบบสัมบรูณ์ โดยใช้หลักการพจิารณาของอนกุรมสลับ
5. ล ูเ่ข้าแบบสัมบรูณ์ โดยใช้การทดสอบโดยอัตราสว่น
6. ล ูเ่ข้าแบบสัมบรูณ์ โดยใช้การทดสอบโดยอัตราสว่น
7. ล ูเ่ข้า โดยใช้หลักการพจิารณาของอนกุรมสลับ

8.4) เน ือ่งจาก∑∞
n=1 an ลูเ่ข้า จะได้วา่ สำหรับทกุๆ ϵ > 0 จะมี k0 ≥ n0 ซึง่ทำให้

k∑
n=m+1

an < ϵ

สำหรับทกุๆ k > m ≥ k0 จะเหน็วา่ an
an−1

< an ทำให้ได้วา่ ∑k
n=m

an
an−1

< ϵ โดยเกณฑโ์คชี
สำหรับอนกุรม จงึทำให้ได้ผลลัพธต์ามต้องการ

8.5) จากกำหนดให้ |an+1 − an| ≤ bn จะได้วา่

an−1 − an ≤ bn

และ เนือ่งจาก∑∞
n=1 an ลูเ่ข้า จะได้วา่

∑∞
n=1(an−1−an) ลูเ่ข้า ดังน้ัน

∑∞
n=1 an−1−

∑∞
n=1 an

ลูเ่ข้า จงึทำให้ได้ผลลัพธต์ามต้องการ

8.6) เน ือ่งจาก∑∞
n=1 an ลูเ่ข้าแบบมเีง ือ่นไข ทำให้ได้วา่∑∞

n=1 an ลูเ่ข้า แต ่∑∞
n=1|an| ลูอ่อก

พจิารณา an > 0 สำหรับทกุๆ n ∈ N จะได้วา่∑∞
n=1 an =

∑∞
n=1|an| ขัดแย้งกับสมมตฐิาน

พจิารณา an < 0 สำหรับทกุๆ n ∈ N จะได้วา่∑∞
n=1|an| = −

∑∞
n=1 an ขัดแย้งกับสมมตฐิาน

พจิารณา ai > 0 สำหรับบาง i ∈ N จะเหน็วา่
∞∑

∃i;ai>0

ai =
∞∑

∃i;ai>0

|ai|

เน ือ่งจาก∑∞
n=1|an| ลูอ่อก ทำให้ได้ผลลัพธต์ามต้องการ
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absolute extrem, 143
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boundary, 29
boundary point, 29
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bounded below, 15
bounded function, 88
bounded sequence, 52
bounded set, 15

Cauchy criterion for series, 194
Cauchy mean-value theorem, 149
Cauchy sequence, 68
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chain rule, 140
closed ball, 42
closed set, 26
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cluster point, 29
compact set, 32
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composite function, 115
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continuous function, 111
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117
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differentiable on interval, 136
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fundamental theorem of calculus 2,
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geometric series, 194

Harmonic series, 191
Heine - Borel theorem, 34

infimum, 15
infinite series, 189
initial value, 74
initial value problem, 148
integral, 163
integral test, 203
integration by parts formular, 185
interior, 29
interior point, 29
intermediate value theorem, 121
iterative sequence, 74

jum discontinuous function, 112

l'Hâpital's rule, 150
left continuous function, 117
left differentiable, 136
left-hand limit, 99
limit infirior, 80
limit of function, 85
limit point, 29
limit superior, 80
limit value, 48
Lipschitz's condition, 148
local extrem, 142
local extrem point, 142
local maximum, 142
local maximum point, 142
local minimum, 142

local minimum point, 142
lower bound, 15
lower integral, 163
lower sum, 162

maximum point, 143
mean value theorem for intergrals, 184
mean-value theorem, 146
metric function, 38
metric space, 38
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monotone decreasing function, 128
monotone decreasing sequence, 73
monotone function, 128
monotone increasing function, 128
monotone increasing sequence, 73
monotone sequence, 73

negative real number, 7
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one to one function, 129
open ball, 42
open cover, 32
open set, 26
open set on metric space, 42
order axioms, 7

p-series, 203
partial sum, 189
partition, 161
positive real number, 7

radius of neighborhood, 26
ratio test, 198
refinement partition, 162
removable discontinuous function, 112
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Riemann integral, 163
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Rolle's theorem, 145
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sandwich theorem, 95
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series, 189
sphere, 42
strictly decreasing function, 129
strictly decreasing sequence, 73
strictly increasing function, 128
strictly increasing sequence, 73
strictly monotone function, 129
subsequence, 76
sum of series, 189
supremum, 15

Taylor's Theorem, 156
the nth derivative, 156
triangle inequality, 13

uniformly continuous function, 125
upper bound, 15
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well ordering principle, 22

กฎลกูโซ,่ 140
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ลมิติอนิฟเิรยีร,์ 80
ล ูเ่ข้าแบบมเีง ือ่นไข, 197
สนาม, 1
สมบัตอิารค์มีเีดยีน, 20
สัจพจนค์วามบรบิรูณ,์ 15
สัจพจนส์นาม, 1
สัจพจนอั์นดับ, 7
สตูรการหาปรพัินธโ์ดยแยกสว่น, 185
สว่นปดิคลมุของเซต, 30
หลักการจัดอันดับอยา่งด,ี 22
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